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RÉSUMÉ 


LEÇONS  DE   MÉCANIQUE 


DONNEES 


A   L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


ï.   PRINCIPES  DE  LA  STATIQUE.    COMPOSITION   DES  FORCES. 

1.  L'idée  que  l'on  attache  au  mot  force  est  celle  d'une 
cause  qui  tend  à  mettre  un  corps  en  mouvement.  Si  le 
corps  ne  peut  céder  à  cette  action ,  parce  qu'il  est  retenu 
par  un  obstacle  qui  s'oppoise  à  son  déplacement,  l'effet 
de  la  force  consiste  alors  dans  la  production  d'un  effort 
ou  pression. 

La  notion  de  leffort  ou  pression  est  identique  avec 
celle  du  poids:  Divers  efforts,  pressions  ou  poids ,  sont 
des  quantités  comparables  entre  elles ,  dont  la  considé- 
ration a  exigé  l'établissement  d'une  unité  spéciale.  Dans 
les  calculs  de  statique,  les  nombres  qui  expriment  les 
valeurs  des  forces  représentent  des  unités  de  poids. 

Les  lois  suivant  lesquelles  les  forces  se   combinent 
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entre  elles  pour  produire  un  effort  déterminé ,  ou  se  dé- 
truisent réciproquement ,  c'est-à-dire  se  font  mutuelle- 
ment équilibre ,  sont  l'objet  de  la  statique. 

2.  La  considération  des  pbénomènes  d'équilibre , 
devenue  l'objet  d'une  théorie  mathématique ,  a  tiéces- 
sairement  exigé  plusieurs  abstractions.  Ainsi ,  dans  les 
premières  études  ,  on  ne  considère  pas  la  figure  des 
corps  y  mais  seulement  les  points  auxquels  les  forces 
sont  appliquées;  on  fait  abstraction  du  poids  propre 
des  corps  dû  à  l'action  dé  la  gravité;  enfin  on  ne  consi- 
dère pas  la  propriété  des  corps  solides  de  changer,  en 
partie  de  figure  par  l'effet  des  efforts  auxquels  ils  sont 
soumis.  Les  corps  naturels  sont  remplacés  par  la  concep- 
tion purement  mathématique  d'un  système  de  points 
matériels  réunis  par  des  lignes  ou  des  plans  parfaite- 
ment rigides  et  inextensibles ,  et  quelquefois  par  des 
fils  également  inextensibles,  mais  parfaitement  flexibles. 
De  telles  abstractions  n'einpéchent  pas  que  la  théorie 
dont  il  s'agit  ne  donne  les  lois  véritables  d'un  ordre  im- 
portant de  phénomènes,  et  ne  devienne  un  guide  néces- 
saire dans  les  travaux  des  arts. 

3.  Les  principes  de  la  statique  sont  fondés  sur 
un  petit  nombre  d'axiomes  dont  la  vérité  doit  être 
admise  comme  une  conséquence  immédiate  de  l'ob- 
servation des  faits  naturels.  Lorsque  plusieurs  for- 
ces sont  dirigées  suivant  une  même  ligne ,  l'effort 
qu'elles  produisent  est  égal  à  la  somme  des  efforts 
qui  seraient  produits  séparément  par  les  forces  agis- 
sant dans  un  sens ,  moins  la  somme  des  efforts  qui 
seraient  produits  par  les  forces  agissant  dans  le  sens 
opposé.  Une  force  peut  être  regardée  comme  appliquée 
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à  un  point  quelconque  de  sa  direction ,  la  ligne  suivant 
laquelle  agit  cette  force  étant  supposée  parfaitem^at; 
rigids  jet  inextensible.  Lorsqu'un  système  de  forœs  ap- 
pliquées à  plusieurs  points  est  en  équilibre,  FéquîHbre 
^'jest  pas  troublé  lorsque  quelque^^uns^  4e  <et»  points 
deviennent  fises.  Deux  systèmes  en  équilibra  peuve^it 
être  superposés ,  c'est-à-dire  qu'ayant  placé  l'un  des  sya- 
tèines  sur  Tautre ,  de  manière  à  faire  coïncider  qu^ 
ques-unes  de  leurs  parties,  on  peut  admettre  que  tes 
parties  soient  ensuite  réunies  et  assujetties  les  unes  aux 
autres  :  1  équilibre  subsistera  dans  le  nouveau  système 
comme  il  subsistait  séparément  dans  chacun  d^  <»n%  qui 
ont  servi  h  le  former. 

k.  Il  existe  dans  k  statique  plusieurs  pnncipej^, 
c'f3$t«-à-dire  plusieurs  propositions  primordiales  qui  peu- 
vept  être  établies  immédiatement,  et  servir  de  poiiat  de 
départ  pour  développer  les  vérités  dont  cette  science  ée 
cpmpose. 

^  Le  principe  du  lei^i^r  consiste  en  ce  qu'une  ligne  in- 
flexible horizontale  étant  supportée  au  milieu ,  et  char- 
gé(B  aux  extrémités  de  deux  poids  égaux ,  l**il  y  a  équi- 
libre ;  2°  l'effort  exercé  sur  le  point  d  appui  est  égal  à  Ja 
,^omme  de  deux  poids.  La  première  partie  de  œtte  pro- 
position est  évidente  ,  mais  on  p^ut  demander  que  la 
^eco^e  partie  soit  démontrée.  Pour  y  parvenir,  on re-  . 
marque  que  trois  ùitces  égales  appliquées  à  un  même 
point ,  et  tlirigées  suivant  trois  rayons  qui  diviisent  le 
cercle  en  secteurs  égaux,  sont  évidemmen*  en  équilibre. 
Soit  maintenant Li  ligne  liorizon taie  AB  {fig  1).  Traçons 
le  parallélogramme  ABCD  ^  dont  les  angles  sont  égaux 

iMi  -et  au  -  de  la  circonférence.  Appliquons  à  chacun  des 
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quatre  angles  de  cette  figure ,  et  dans  la  direction  des 
côtés,  trois  forces  égales  entre  elles  qui  se  feront  réci-  ' 
proquement  équilibre  ;  puis  au  milieu  de  la  ligne  AB 
quatre  forces  égaies  aux  précédentes  et  opposées  deux 
à  deux.  La  figure  étant  considérée  comme  un  plan  ri- 
gide, le  système  sera  en  équilibre;  et  si  Ton  supprime 
les  forces  qui  se  détruisent  comme  étant  égales  et  oppo- 
sées, il  reste  les  forces  qui  doivent  se  faire  équilibre 
conformément  au  principe  du  levier. 

6.  L'équilibre  du  levier,  dans  le  cas  où  le  point  fixe 
n'est  pas  placé  au  milieu  ,  se  déduit  immédiatement  de 
la  propositicm  précédente.  En  effet ,  soit  une  ligne  hori- 
zontale chargée  de  poids  uniformément  distribués  sur 
sa  longueur^  et  supportée  par  un  point  fixe  placé  au 
milieu.  Ce  système  sera  en  équilibre.  2a  étant  la  lon- 
gueur de  la  ligne ,  prenons  à  Tune  des  extrémités  un^ 
longueur  ÏA.  On  pourra  ,  sans  détruire  l'équilibre^ 
réunir  au  milieu  de  chaque  partie  2A  et  2a-^2A  les 
poids  dont  elle  est  chargée,  et  l'on  aura  alors  un  levier 
dont  les  bras  égaux  à  a — h  et  h  supportent  respective- 
ment à  leurs  extrémités  des  poids  proportionnels  à  A  et 
a— h. 

6.  La  proposition  précédente  s'étend  facilement  au 
cas  où  les  deux  bras  du  levier  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 
En  général ,  deux  forces  dirigées  dans  un  même  plan 
'  se  font  mutuellement  équilibre  autour  d'un  point  fixe  , 
lorsqu'elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse  dès  Ion-' 
gueurs  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  fixe  sur 
leurs  directions  respectives.  Le  produit  d'une  force  par 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
fixe  sur  sa  direction  est  la  mesure  de  l'action  de  cette 


Digitized  by 


Google 


force  pour  faire  tourner  le  système  autour  du  point 
fixe.  C'est  ce  qu'on  nomme  le  moment  de  la  force.         > 

7.  Le  principe  du  plan  incliné  consiste  en  ce  qu'un 
poids  étant  placé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon ,  et 
retenu  par  une  force  dirigée  parallèlement  au  plan,  il  y 
a  équilibre  lorsque  le  poids  est  à  la  force  comme  la  lon- 
gueur du  plan  est  à  sa  hauteur.  Ce  principe  a  été  démon- 
tré par  Stevin  en  consiflérant  une  chaîne  pesante  sans 
fin  placée  sur  un  triangle  solide  qui  repose  sur  sa  base 
horizontale.  Cette  cfaatne  se  maintient  évidemment  en 
repos.  Or,  la  partie  inférieure  qui  pend  au-dessous  de 
la  base  du  triangle  est  elle-même  en  équilibre.  Les  deux 
parties  qui  reposent  sur  les  deux  côtés  inclinés  du  trian- 
gle doivent  donc  faire  équilibre  Tune  à  l'autre;  d'où 
l'on  conclut  la  proposition  énoncée. 

8.  La  proposition  précédente  peut  servir  à  démontrer 
la  loi  de  l'équilibre  du  levier.  Soiten  effet  un  point  maté- 
riel M  placé  sur  le  plan  incliné  AB(y?g'.2) ,  et  sollicité  par  , 
la  force  verticale  P  et  par  la  force  Q  dirigée  dans  le  sens 
du  plan.  L'équilibre  subsiste  si  ces  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  lignes  AB,  J^C  Plaçons  la  ligne 
inflexible  MD,  perpendiculaire  sur  AB,  et  qui  peut 
tourner  autour  du^poiut  D  supposée  fixe  ;  l'équilibre  ne 
sera  pas  troublé.  Supposons  ensuite  que  l'on  anéantisse 
le  plan  incliné;  l'équilibre  sybsistera  encore,  car  ce 
plan  s'opposait  seulement  à  ce  que  le  point  matériel  ne 
pût  se  mouvoir  dans  toute  autre  direction  que  AB ,  et 
le  même  effet  ser^produitpar  la  verge  MD.  Or,  les  forces 
P,  Q  agissent  maintenant  sur  un  levier  dont  le  point 
fixe  est  en  D ,  et  leurs  bras  de  levier  respectifs  sont  les 
lignes  DE  et  DM ,  dont  le  rapport  est  le  même  que  celui 
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ies  lignes  AC  et  AB ,  c'est-à-dire  fiiiverse  du  rapport 
des  forces. 

0,  ht  principe  des  moi^s  peut  également  servir  de 
iMseaitx  théories  de  la  statique.  Un  poids  P  étant  sou- 
teilu  par  une  moufle  mobile  à  laquelle  aboutissent  n 
cordons  parallèles  entre  eux,  la  force    Q,  appliquée 

,     ,  ■      ,    .  ■        .         ,  P 

à  l'extrémité  du  dernier  cordon  ,  est  égale  ?i  —  lors- 
que le  système  est  en  équilibre.  Cette  proposition  ré^ 
suite  évidemment  de  ce  que  la  tension  du  cordon  doit 
être  unilbrme  dans  toute  sa  longueur. 

10.  Le  principe  du  levier  peut  en  être  déduit  de  la 
manière  suivante.  Goncevon»^ueVonaitappHqué  siir  la 
moufle  le  levier  BAC  (y%.  3),  dont  le  point  fixe  A  est  placé 
de  manière  que  AB  soit  à  AC  dans  le  rapport  de  Tunité  au 
nombre  des  cordons  qui  soutiennent  le  poids  P,  et  ad- 
mettons que  les  extrémités  B,  C  du  levier  soient  unies 
aux*  points  correspondants  du  fil.  La  réunion  des  sys* 
tèmes  du  levier  et  de  la  moufle  formera  un  système  com-^ 
posé ,  dans  leqi^çl  les  points  B  et  C  peuvent  prendrç  les 
mêmes  déplacements  infinimentpetits  qu'ils  prendraient 
si  chaque  système  était  seul.  Donc  si  chaque  système 
est  en  équili})re,  ou  n'est  pas  en  équilibre  sous  l'action 
de  forces  quelconques ,  le  système  composé  sera  égale- 
ment en  équilibre ,  ou  n'y  sera  pas ,  sous  l'action  des 
mêmes  forces. 

,  Cela  posé,  considérant  le  système  composé  auquel 
aucune  force  n'est  appliquée ,  appliquons  au  point  B 
dejttx forces  égales  et  opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil; 
et  appliquons  également  au  point  C  deux  forces  égales  et 
opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil ,  moindijes  que  le» 
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précédentes  dans  le  rapport  de  Tuai  té  au  nombre  des 
Cordons  de  Ja  moufle.  Le  système  sçra  en  équilibre,  puifi* 
que  Von  n'a  ajouté  que  des  forces  qui  ^  détruÎ9e0t 
réciproquement.  Mais  puisque  les  deux  forces  tinucit 
de  baut  en  bas  appliquées  respectivem^tauK  points  B»C 
se  font  mutuellement  équilibre  au  moyen  de  la  mouflfi 
seule ,  on  peut  supprimer  ces  forces  sans  altérer  l'équi* 
libre  subsistant.  Donc  les  forces  restantes  tirant  de  bat 
en  baut  doivent  alors  se  faire  équilibre  au  moyen  du 
levier  seul ,  puisque  la  réunion  de  la  moufle  au  levier  ne 
pourrait  établir  l'équilibre  s'il  n'existait  pas. 

11.  Qn  peut ,  au  moyei^  du  principe  du  levier,  com- 
poser deux  forces  parallèles ,  c'est-à-dire  trouyer  une 
force  résultante  qui  produise  $ur  un  système  la  même 
action  que  deux  forces  parallèles  données.  Soient  deux 
forces  parallèles  P,Q  a^ssant  aux  deux  extrémités  de  la 
ligne  rigide  AB{fig.k),On  conclut  de  ce  qui  précède  que 
l'action  de  ce;s  forces  sera  entièrement  détruite  si  cette  li- 
gne est  retenue  par  un  point  fixe  C ,  placé  de  manière 

AC       Q  ,      ,  .      ^ 

que  :^  =  -^  ;  et  de  plus  que  ce  point  fixe  supportera 

dans  une  direction  parallèle  à  celle  des  forces  Tefiçwrt 
PH-Q.  Donc  on  détruirait  l'action  dès  deux  forces  prOr 
posées ,  en  appliquant  au  point  C  de  la  verge  en  sens 
contraire  de  la  direction  de  ces  forces  une  force  égale 
à  leur  somme.  Donc  l'action  des  deux  forces  sur  la  verge 
est  la  même  que  celle  d'une  force  égale  à  leur  somme , 
et  appliquée  au  point  de  cette  verge  qui  la  partage  en 
deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  Ibi^ces 
correspondantes. 

12.  L'équilibre  du  levier  donne  immédiatement  l'é^ 
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qailibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  maté- 
riel. Soient  trois  forces  P,  Q,  R  dirigées  dans  le  même 
plan,  appliquées  aupoint  M  (y%.S),  et  supposées  en  équi- 
Ëbre.  Prenons  un  point  A  sur  la  direction  delà  force  R 
prolongée ,  et  abaissons  de  ce  point  les  perpendicuLnires 
AB,AC  sur  les  directions  des  forces  P,  Q.  Gonsidérons 
BAC  comme  un  levier  dont  le  point  fixe  serait  en  A,  et 
supposons  ce  levier  invariablement  uni  au  système  donné 
des  trois  forces.  L'équilibre  de  ce  système  ne  sera  pas 
troublé.  Or  on  peut  maintenant  supprimer  la  force  R , 
qui  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  A.  Donc 
les  deux  forces  restantes  P,Q  se  font  équilibre  sur  le 
levier  BAC ,  d'où  l'on  conclut  que  les  lignes  AB,  AC  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  valeurs  de  ces 
deux  forces ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  la 
direction  de  la  force  sera  celle  de  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  en 
grandeur  et  en  direction  les  forces  P,  Q.  On  verra  de 
même  que  la  force  Q  doit  être  dirigée  suivant  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  forces  P,R;  et  l'on  en  déduit  facilement 
que  chacune  des  trois  forces  est  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  les 
deux  autres. 

On  voit  aussi  que  trois  forces  appliquées  a  un 
même  point,  et  en  équilibre,  sont  entre  elles  comme 
les  côtés  d'un  triangle  formé  par  trois  ligues  respecti- 
vement parallèles  aux  directions  de  ces  forces ,  et  que 
chacune  des  forces  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle 
compris  entre  les  directions  des  deux  autres. 
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13.  La  proposition  précédente  se  déduirait  également 
du  principe  du  plan  incliné  {t^q/ez  n^8).  Puisque  les 
forces  P,  Q  se  font  équilibre  autour  du  point  D  supposé 
fixe ,  ce  point  est  situé  sur  I9  direction  de  la  force  qui 
pourrait  leur  faire  équilibre.  Or ,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  D  sur  les  directions  dés  deux  forces 
leur  sont  réciproquement  proportionnelles  :  donc  ce 
point  appartient  a  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  lignes  qui  représentent  respectivement  les 
forces  dont  il  s  agit. 

14.  On  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
principe  de  la  composition  des  forces  appliquées  à  un 
point  matériel.  L'action  résultante  de  deux  forces  est 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  composantes  En  effet ,  une  force  égale 
et  opposée  à  cette  résultante  détruira  Faction  des  deux 
forces  proposées. 

Ce  principe  peut  être  démontré  directement  ;  mais  en 
général  lesdémonstrations  comportent  des  considérations 
délimite  ou  d'infini.  Nous  incliquérons  Tune  des  plus  sim- 
ples .  Considérons  le  losangeADBD(/%.  6) ,  et  admettons  que 
l'on  ait  appliqué  aux  angles  A^B^cldans  le  prolongement 
des  côtés ,  quatre  forces  égales  :  ce  système  sera  évidem- 
ment en  équilibre  :  soit  ensuite  placé  en  CBEF  un  système 
pareil  également  en  équilibre;  l'équilibre  subsistera  tou- 
jours si  l'on  suppose  les  deux  systèmes  réunis.  On  peut 
maintenant,  sans  altérer  cet  équilibre,  supprimer  les  for- 
ces qui  se  détruisent,  et  supposer  les  forces  qui  s'ajoutent 
appliquées  aux  points  A,  E.  Or  les  résultantes  des  forces 
qui  seront  alors  appliquées  à  l'un  et  à  l'autre  de  ces  deux 
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points  devront  être  dirigées  suivant  la  diagonale  AE. 
Il  est  donc  prouvé  ^  pour  le  cas  où  les  forces  proposées 
sont  dans  le  rapport  de  1  à  2,  que  la  résultante 'est 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces.  Le  même 
raisonnement  s'appliquera  au  cas  où  les  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  et  Ton  pourra  en  conclure  facilement  la  vérité  du 
principe  dans  le  cas  général . 

15.  On  peut  aussi  donner  de  la  manière  suivante  une 
démonstration  purement  analytique  du  principe  de  la 
composition  des  forces. 

Soient  deux  forces  égales  V{fig.  7)  appliquées  au  point 
M,  dont  les  directions  forment  entre  elles  langle  Sx.  La 
résultante  R  des  deux  forces  P  est  évidemment  dirigée 
dans  le  plan  de  ces  forces  ,  et  suivant  la  ligne  qui  par- 
tage langle  Sx  en  deux  parties. égales.  Déplus,  la  gran- 
deur de  cette  résultante  est  toujours  proportionnelle  à 
celle  des  forces  P.  On  peut  donc  écrire 
R  =  P./(x), 

f{x)  désignant  une  fonction  inconnue  de  1  angle  x.  Con- 
sidérons maintenant  »  chacune  des  forces  P  comme  la  ré- 
sultante de  deux  forces  égales  p  dont  les  directions  for- 
ment un  angle  j^  avec  les  directions  des  forces  P  :  on  aura 
également 

d'où  Ton  déduit 

R=:;,./(X)./Cr). 

Or  le  système  des  deux  forces  P  pouvant  être  rem- 
placé par  celui  des  quatre  forces/?,  la  résultante  R  peut 
être  regardée  comme  la  somme  des  résultantes  des  deux 
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forces  qui  comprennent  entre  elles  l*angle2(x+y)etdeux 
forces  p  qui  comprennent  entre  elles  Tangle  2(x — y). 
Donc  (m  a  également 

La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  R  donne 

/W./'r)=/(j:-hr)+/I^-hr), (^), 

équation  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  désignée 
par  y,  et  au  moyen  de  laquelle  on  peut  reconnaître  la 
nature  de  cette  fonction.  ^ 

En  effet ,  diSerentiant  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  la  variable  y,  il  viendra 

f{x),f\y)  =f\x+y)  ^f'ix^y); 

et  en  supposant  j^  ==  0, 

f{x)f  (0)  =2/  (x),       d'où     / (0)  =  2  ' 
.      /(j:)/'(0)  =  0  /'(0)=0 

/(x)/"  (0)  x=  2/'(x)  >y(x)  -/"(x); 

>^  désignant  une  constante  quelconque ,  à  laquelle  on 
peut  indifféremment  donner  le  signe -f  ou  le  signe — , 
Nous  aurons  donc  successivement 

f'  (X)  =^±  yr/  {X),     d  où    /^  (0) = dn \y (O)  =  ±sr.* 

fia:)  ^±\y  (X)  /  "  (0)  =  dbxr  (0)  =  0 

f^ix)  =  dzrf'ix)  f^  (0)  =  db  xr'CO)  =  2a4 

/M^)  =  zt.\T\^)  /  MO) = d=  xy^'(O) = 0 

etc.  etc. 

Par  conséquent ,  en  formant  le  développement  dey*(x) 
au  moyen  de  la  série  de  Maclaurin ,  on  trouvera 
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c'est-à-dire  ^  en  prenant  les  signes  supérieurs  , 

et  en  prenant  les  signes  inférieurs 

y*(x)=2cos.'>j:. 
L'un  ou  l'autre  de  ces  résultats  satisfait  à  la  condition 
exprimée  par  l'équation  {a)  ;  mais  le  premier  est  exclu 
par  la  nature  de  la  question  dont  il  s'agit,  parce  qu'en 
attribuant  à  la  variable  x  une  valeur  très-peu  différente 
de  zéro  ,  il  donnerait  poury^x)  une  valeur  plus  grande 
que  2,  d'où  l'on  conclurait  R>2P,xe  qui  est  impos* 
sible. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  valeur  de  la  résul- 
tante R  des  deux  forces  P,  dont  les  directions  compren- 
nent l'angle  2x,  est  nécessairement  représentée  par  l'ex- 
pression 

R==2Pcos.>a:, 

).  désignant  une  constante  dont  la  valeur  est  encore  in- 
déterminée^  Mais  si  l'on  suppose  Jtr  =  -,  les  deux  forces 
P  étant  directement  opposées   l'une  à  l'autre ,  R  =  0. 

Donc  O  =  cos.^-  ;  et  par  conséquent  X=2£+l  :de  plus  on 

doit  prendre  i  =  0,  sans  quoi  la  résultante  R  serait  nulle 
dans  le  cas  de  deux  forces  faisant  entre  elles  l'angle 

TT 

^^^^  TT"^'  Ainsi  l'on  a  définitivement 
R==2Pcos.a;, 
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conformément  au  principe  démontré  dans  le  n^  (14).  On 
passe  facilement  du  cas  de  deux  forces  égales  à  celui  dé 
deux  forces  inégales  dirigées  perpendiculairement  l'une 
à  lautre ,  puis  au  cas  Àe  deux  forces  inégales  dont  les  di- 
rections comprennent  un  angle  quelconque. 

16.  Le  principe  de  la  composition  des  forces  donne 
immédiatement  des  formules  dont  il  est  utile  de  garder 
le  souvenir.  P,Q  désignant  deux  forces  données,  et  R 
leur  résultante,  on  a 

/ 
R==  P  cos.a+Q  COS.6, 


R'=  P^+Q'H-2PQ  cos.  (a-f  S) . 

Q  P 

sm.a  =  -|  sin.  (a+ê),  sin.  6  =  —  sin.(a+6) 
n  MX 


a,  ^  angles  compris 
entre  les  direc- 
tions des  forces 
P,Qetladirec- 
.  tion  de  la  ré- 
\         sultanteR. 

a+§  angle  compris 
entre  les  direc- 
tions des  forces 
données  P,Q. 

Les  deux  dernières  équations  servent  à  décomposer  une 
force  proposée  R  en  deux  autres  forces  P,Q  dirigées 
suivant  des  lignes  données  :  on  en  déduit 


■sin.(a+6)'  ^  sin.  (a-f-g)' 

IL    COMPOSITION   ET    ÉQUILIBRE    DE  PLUSIEURS    FORCES    APPLI- 
QUEES  A   UN    POINT   MATÉRIEL. 

17.  On  obtient  facilement  la  résultante  commurie  de 
plusieurs  forces  appliquées  à  uiî  point  matériel  en  pre- 
nant d'abord  la  résultante  des  deux  premières ,  puis 
composant  cette  résultante  avec  la  troisième  forcé ,  et 
ainsi  de  suite. 

La  résultante  de  trois  forces  est  représentée  par  la 
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diagonale   du  parallélipipède  construit  sur  les    ipies 
^ui  représentent  ces  trois  forces. 

Si  Ton  trace  dans  lespace  un  contour  polygonal  ayec 
des  droites  parallèles  et  proportionnelles  aux  forces 
proposées ,  la  ligne  qui  fermera  le  contour,  en  adievant 
le  polygone  représentera  en  grandeur  et  en  directk>n  la 
résultante. 

Si  les  forces  proposées  sont  dirigées  dans  un  même  plan, 
la  direction  de  la  résultante  y  sera  également  dirigée. 

Le  système. des  forces  proposées  est  en  équilibre  si  la 
résultante  est  nulle.  Chacune  de  ces  forces  est  alors 
égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  autres. 

18.  Les  opérations  relatives  a  la  composition  et  à 
ia  décomposition  des  forces  s'effectuent  avec  facilité  au 
moyen  des  formules  données  par  la  géométrie  analytique. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  les  directions  des  forces 
sont  comprises  dans  un  même  plan.  Soit  A  (y%.8)le  point 
sollicité  par  les  forces.  Traçons  dans  ce  plan  les  deux  axes 
rectangulaires  Ax  ,  Ay.  P  désignant  une  force  qui  est 
supposée  agir  en  tirant  sur  le  point  A,  nommons  «l'angle 
compris  eiktre  \a  direction  de  cette  force  et  la  partie 
de  l'axe  Ax  sur  laquelle  on  compte  les  abscis$es  po- 
sitives. La  force  P  sera  entièrement  déterminée  lors- 
qu'on donnera  sa  valeur  en  unités  de  poids  et  Tan* 
gle  a.  Les  signes  du  cosinus  et  du  sinus  de  cet  angle 
feront  connaître  dans  quel  sens  agit  la  force,  c'est-à-dire 
m  elle  tend  à  transporter  le  point  A  dans  le  sens  des  ab- 
{^cisses  positives  ou  des  ordonnées  positives ,  ou  du  côté 
opposé. 

La  force  P  peut  être  remplacée  par  ses  deux  coriipo- 
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santés  dirigées  suivant  les  axes  At,  A^,  dont  les  valeurs 
sont  respectivement  Pcos.  « ,  Psin.a.  ï)ésignant  par 
S.  P  COS.  a  et  S.Psin.  a  la  somme  des  Composantes  de 
plusieurs  forces  P  appliquées  au  point  A ,  par  R  la  ré^ 
sultante  de  toutes  ces  forces ,  et  par  a  Fangle  que  la 
direction  de  R  forme  avec  Taxe  des  jî  ,  on  a  évidemment 

R  =  |/  (S.PcQs.a)^-f{S,Psin.a)% 

S.Pcos.a  .  S.Psin. y 

COS.  âC  = =î ,  sin.^z=:- 


R 

19.  Si  les  forces  P  proposées  sont  en  équilibre  R  =  0  ; 
ce  qui  suppose  que  Ion  a  séparément  les  deux  équations 

S.Pcos  û.  =  0         et         S.Psin.à=0. 

20.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  forces  P  ap* 
piiquées  au  point  A  sont  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace.  Chaque  force  est  toujours  supposée 
agir  en  tirant  sur  le  point  A.  Nous  faisons  passer  par 
ce  point  trois  axes  rectangulaires  Ax,  Ky,  Az,  et  nous 
désignons  par  a,  Ç,  y,  les  angles  formés  par  la  direction 
de  la  force  P  avec  la  partie  de  chacun  de  ces  axes  sur 
lesquels  on  compte  les  coordonnées  positives.  Chaque 
force  P  peut  être  remplacée  par  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes  Ax,  Ay,  Kz,  qui  sont  i*espectivement 
P  C0S.2,  P  cos.^ ,  P  COS. 7.  Par  conséquent  R  étant  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  P,  et  a,  i,  c  les  angles  que  la 
direction  de  R  forme  avec  les  axes  Kx,  Ay,  Az,  nous 
avons  ici 

R  =  |/(S.P  COS.a)'+(S.P  COS.6)^-f  (S.P  COS.7)* 

S.Pcos.a  ,      S.Pcos.S  S.Pcos.7 

COS. a  = 5 ,  COS.t;  =. ~ ,  COS.C  =  -: g , 

R  R  H 
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Les  signes  de  ces  cosinus  feront  connaître  le  sens  sui- 
vant lequel  agit  la  résultante  R.  Lorsque  cos.asera  po- 
sitif, la  force  R  tirera  le  point  A  du  côté  des  x  positives , 
et  ainsi  des  autres. 

21.  Soit  une  ligne  droite  formant  les  angles  X.  /a,  v  avec 
les  axes  desor,  des  y  et  des  z.  Si  Ton  multiplie  respecti- 
vement les  trois  dernières  équations  par  cos.X  ,  cos./a, 
cos.v,  et  si  on  les  ajoute»  il  viendra 

R  (cos.a.cos.X+cos.^.  cos.fA+cos.ccos.7) 
=  SP  (cos.a.  cos.X-fcos.S.cos.fA-f'COS.Y.  cos.v.); 

d'où  Ton  conclut  que  la  projection  de  la  résultante  sur 
une  ligne  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions des  composantes  sur  cette  même  ligne. 

La  somme  des  projections  des  composantes  sur  une 
ligne  quelconque  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  ré- 
sultante est  nécessairement  nulle. 

22.  La  condition  de  l'équilibre  du  système  consiste 
en  ce  que  la  résultante  R  soit  nulle ,  ce  qui  exige  que 
Ton  ait  séparément  les  trois  équations 

S.Pcos.a=0,         S.Pcps.e=0,        S.Pcos.7=0. 

En  général  un  point  matériel  ne  peut  demeurer  en  équi- 
libre qu'autant  que  les  forces  qui  le  sollicitent  étant  pro- 
jetées sur  une  ligne  quelconque ,  la  somme  des  projec- 
tions est  nulle. 

équilibre  (Tun'^point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  ou  sur  une  ligne  courbe  données. 

23.  Soit  en  premier  lieu  un  point  M  {/ig^d)  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  courbe  tnn  tracée  dans  un  plan ,  et 
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sollicitée  par  plusieurs  forces  dirigées  dans  ce  même 
plan.  On  représente,  comme  dans  le  n"  18,  par  P  la 
valeur  de  Tu  ne  quelconque  des  forces,  et  par  aTangle 
compris  entre  sa  direction  et  Taxe  des  x.  La  condition 
de  Téquilibre  des  forces  P  consiste  évidemment  ici  en 
ce  que  la  résultante  de  ces  forces  soit  dirigée  dans  le  sens 
de  la  normale  menée  à  la  courbe  au  point  M  ;  car  l'action 
de  cette  résultante  se  trouvera  alors  entièrement  dé« 
truite  par  la  résistance  de  la  courbe ,  et  ne  pourra  im- 
primer au  point  inatériel  aucun  mouvement.  En  dési- 
gnant donc ,  comme  ci*dessus ,  par  R  la  résultante  des 
forces  P,  par  a  Fangle  que  sa  direction  forme  avec  Taxé 
des  X  ;  et  se  rappelant  que  la  courbe  mn  étant  rapportée 
aux  deux  coordonnées  ^rectangulaires  x^,  la  tangente 
menée  à  cette  courbe  au  point  M  forme ,  avec  l'axe  des  x^ 

un  angle  dont  la  tangente  trigonomé trique  est  -p;  on 
exprimera  la  condition  de  l'équilibre  en  posant 


ou  bien 


sïu.a      S.Psin.a 

1 

cos.a       S.Poos.a 

dy 

dx 

S.Pcos.or 

dy 

Cette  équation  étant  satisfaite ,  l'expression  de  R  et 
celles  de  cos.  a  et  sin*  a  du  n°  18  donneront  la  valeur 
de  la  pression  supportée  par  la  courbe  et  le  sens  dans 
lequel  cette  pression  est  dirigée ,  puisque  l'on  connaîtra 
par  les  signes  de  cos.  a  et  sin.  a  si  cet  angle  appartient  à 
la  partie  MN  ou  à  la  partie  MN'  de  la  normale. 
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2&'.  Admettons  maintenant  que  le  point  M  soit  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  surface  ,  et  sollicité  par  plu- 
sieurs forces  dirigées  arbitrairement.  Conservons  les 
dénominations  du  n**  20 ,  et  supposons  la  figure  de  la 
surface  donnée  par  une  éqyation  dans  laquelle  l'ordon- 
née verticale  z  est  regardée  comme  une  fonction  des 
deux  coordonnées  horizontales  x,y.  La  condition,  de  l'é- 
quilibre consiste  en  ce  que  la  résultante  R  des  forces  P 
doit  être  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface. 
Donc  en  se  rappelant  les  expressions  des  eosinus  des 
angles  formés  par  la  direction  de  la  normale  avec  les 
axes  des  x ,  desj)^  et  des  z  qui  ont  été  données  n**  217  des 
Leçons  (T analyse,  on  exprimera^'existence  de  l'équilibre 
en  posant  les  équations 

dz_ 
S.Pcos.a  dx 


€0S.a=- 


N/(è)HI)'- 


R 


'    cos.^= 


S.PCOS.7 
COS.C=:- 


dz 
S.Pcos.6  dy 


\/m<%> 


R 


V/(s)"-(|)'-<' 


que  l'on  peut  réduire  aux  deux  suivantes  : 

S.Pcos.a  dz  '  S.Pcos.^         dz 

S.Pcos.7  dx  S  Pcos.7         dy' 

Lorsque  ces  équations  seront  satisfaites^  les  expressions 
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de  R  et  celles  de  cos.  a ,  cos.  b ,  cos.  c  du  n°  20  feront 
connaître  la  pression  supportée  par  la  surface ,  et  le  sens 
dans  lequel  s'exerce  cette  pression. 

25.  Siréqpaation  de  la  surface  proposée  était  donnée 
sous  la  forme 

F(;r,^,z)=0, 

il  est  visible ,  par  le  n*"  218  des  Leçons  d! analyse ,  que 
les  conditions  de  l'équilibre  seraient  exprimées  par  deux 
quelconques  des  trois  équations 

^F  dF  dF  dF 

-7— SP.COS.a=-r-  S.PcOS.ê,  -7-S.Pc0S.a=  -7—  S.PcOS.V, 

dj-  dx  dz  dx  * 

dF^^       ^      dF^^ 
^-S.Pcos.6=t  -T  S.Pcos.v. 
'         djr  dy  * 

26.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  point  M ,  sollicité 
par  les  forces  P,  serait  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  tracée  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 
Supposons  cette  courbe  donnée  par  deux  équations  entre 
y  etx  j  zeiXy  l'abscisse  x  étant  prise  pour  la  variable 
ind^endante.  Le  point  M  ne  peut  évidemment  être  en 
équilibre  à  moins  que  la  résultante,  des  forces  P,  qui  lui 
sont  appliquées»  ne  soit  dirigée  perpendiculairemeïlit  à  la 
tangente  à  la  courbe ,  et  si  cette  condition  subsiste ,  l'é» 
quilibre  aura  nécessairement  lieu.  Donc ,  en  ayant  égard 
aux  expressions  des  cosinus  des  aînées  formés  par  la 
tangente  à  la  courbe  avec  les  axes  des  x ,  des^  et  des  z , 
qui  ont  été  données  dans  le  n**  223  des  Leçons  d'analyse) 
on  exprimera  l'existence  de  l'équilibre  en  posant  l'é- 
quation 

dy   '  dz 

cos.a-f---cos.6+^-cos.c  =  0, 
dx  dx 
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c'cst-à-dirc 

S.Pcos.a+-^S.Pcos.€+  -^S.Pcos.7=0. 

Cette  équation  étant  satisfaite ,  les  expressions  de  ït. 
et  celles  de  cos.  a ,  cos.  h ,  cos.  c  du  n**  20 ,  donneront 
Teflo^t  exercé  sur  la  courbe  et  le  sens  dans  lequel  cet 
effort  est  dirigé. 

27.  Si  la  courbe  est  représentée  par  deux  équations 

appartenant  à  deux  surfaces  quelconques  dont  cette 
courbe  est  rintersection ,  on  trouvera ,  par  le  n*  229  des 
Leçons  d'analyse ,  pour  l'équation  exprimant  les  condi- 
tions de  l'équilibre 

f^^_^^^\  S.Pcos.a+  (f  ^^  ?  #)s.Pcos.« 
\dx  dz      dy  dzi  \dx  dz      dx  dz  J 

fdV  df     dfdF\^^ 

Principe  des  vitesses  virtuelles  considéré  dans  téquilibre 
d'un  point  matérieL 

28.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  considéré  dans 
Téquilibre  d'un  seul  point  matériel,  consiste  dans  la 
proposition  suivante  :  Le  point  M  étant  soumis  à  l'ac- 
tion de  plusieurs  forces  P  dirigées  arbitrairement,  ad- 
mettons que  ce  point  se  déplace ,  et  décrive  dans  une 
direction  quelconque  une  ligne  droite  infiniment  petite 
dont  nous  désignerons  la  loiJlB^ueur  par  9s ,  ^  étant  un 
signe  de  difierentiation.  Projetons  ensuite  cette  ligne  &' 
sur  les  directions  des  forces  P: chaque  prcjection  me- 
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aurera  Fespace  parcouru  par  le  point  M  dans  le  sens 
de  la  direction  de  chacune  des  forces ,  «t  nous  appelle* 
fons  fhoment  de  la  force  P  le  produit  de  cette  force  par 
Tespace  parcouru  dans  le  sens  de  sa  directicm,  en  re^ 
gardant  ce  produit  comme  positif  quand  Tespac^  se 
trouvera  décrit  dans  le  sens  suivant  lequel  la  force  tend 
à  entraîner  le  point  matériel ,  et  comme  négatif  quand 
Fespace  se  trouvera  décrit  dans  le  sens  contraire.  Gela 
posé ,  Ja  proposition  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  le 
point  M  ne  peut  être  en  équilibre  à  moins. que  la  somme 
des  moments  des  forces  P  ne  soit  constamment  nulle , 
quelle  que  soit  la  direction  suivant  laquelle  ce  point 
s^est  déplacé;  et  réciproquement  l'équilibre  subsiste  né- 
eessairement  si  la  somme  des  moments  dés  forces  est 
nulle  pour  tous  les  déplacements  possibles  du  point 
matériel. 

n  importe  de  remarquer  d'ailleurs  que  lorsqu'il  s'agit 
d'un  point  matériel  entièrement  libre ,  la  direction  delà 
ligne  infiniment  petite  <^^  est  entièrement  arbitraire. 
Mais  quand  il  3'agit  d'un  point  matériel  assujetti  à  de- 
meurer sui"  une  surface  donnée ,  la  ligne  §s  ne  peut  plus 
être  dirigée  que  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  ;  et 
quand  le  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  donnée,  la  ligne  ôs.  ne  peut  plus  être  dirigée  que 
dans  le  sens  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

29.  Pour  démontrer  cette  proposition  importante ,  il 
suffit  de  remarquer  qu'en  supposant  l'espace  Ss  parcouru  ' 
d^s  le  sens  de  la  ligne  quelconque  qui  forme  avec  les 
axes  des  a; ,  desj^  et  des  z  les  angtes  A,u,v,  et  multipliant 
par  ^5  les  deux  membres  de  l'équation  du  n«  21 ,  il  vient 
Rd:s(cos.^z.cos.X4*cos.6.cos.pfcos.c.cos.v) 

s::  S.P.^5(cO$.a.COS.X+COS.6.C0S.(A+C0S.7.C0S«v]. 
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Qr,  la  quantité  is  (  co8*avCOS.H€Os.6.co&.fi+cos.7.cos.v) 
est  la  proiection  de  ^s  sur  la  direction  de  la  force  P,  et  la 
quantité  ^s  (ct)s.a.cos.X+cos.i.cos.fi+cos.c,cos.v)  est  la 
projection  de  Ss  sur  la  direction  de  la  résultante  R  :  donc 
l'équation  précédai  te  exprime  en  général  que  le  moment 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un 
point  matériel  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
composantes. 

•.  Mais  lorsque  le  point  matériel  est  en  équilibre ,  on 
a  AsrO  s'il  est  entièrement  libre  ;  et  l'on  a 

cos.û.  <5osA  4- ces  .p  4- cos  .0.  cos.v  =  0 

si  ce  point  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  une  surface 
ou  dans  une  ligne  donnée ,  puisque  la  résultante  est 
alors  nécessairement  dirigée  perpendiculairement  à  la 
surface  ou  à  la  ligne.  Donc  on  a  dans  tous  les  cas  de 
l'équilibre  d'un  point  matériel 

S.P.^5(C0S.a.C08.X+C0S.6.C0S.fA+C0S.7.C0S.v)  s=  0, 

>t  réciproquement  si  cette  équation  subsiste,  l'équilibre 
des  forces  P  est  assuré. 

30.  Nous  représenterons  ]dans  la  suite  par  ^  la  pro-^ 
jection  sur  la  direction  de  la  force  quelconque  P  de 
l'espace  Ss  décrit  par  le  point  matériel ,  et  par  Sr  la  pro- 
jection de  Ss  sur  la  direction  de  la  résultante  R  ;  en  sorte 
qu'on  aura 

^jE?=^5(cos.a.cos.XH-€os.6.cos.p-|-cos.7.cos.v 
^r=^.5(cos.a.cos.X4-cos.&.èos.fx+cos.c.cos.v). 

L'équation  exprimant  que  le  moment  de  la  résultante, 
est  égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  s'é« 

crira  alors 

R,îr=:S.Po>, 
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et  Von  aura  poâr  exprimer  le^  conditions  de  Téquilibre 

des,  forcés  •?, 

S.lf$p=0 (A)  .       .    . 

On  considère  dans  ces  équations  p  et  r  comme  repré- 
sentant tes  distances  du  point  matériel  M  à  certains 
points  fixes  pris  sur  la  direction  des  forces  P  et  R.  Ces 
distances  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,y,z  du 
point  M.  Les  quantités  infiniment  petites  <5p,  $r,  repré- 
sentent les  variations  que  les  distances />  et  r  ont  subies 
lorsque  le  point  M  s'est  déplacé  de  la  quantité  infini- 
ment petite  $s  f  déplacement  qui  répond  lui-même  à  des 
variations  Sx,fy,Sz  subies  par  les  coordonnées  de  ce 
point.  Les  valeurs  des  forces  P  soat  également  comi- 
dérées  en  général  eomme  donnée^  en  fonction  des  coor- 
données X(y,z  j  appartenant  à  la  position  actuelle  du 
point  matériel. 

Il  est  aisé  d  ailleurs  de  reconnaître  que  la  seule 
équation  (A},  à  laquelle  on  joindra  les  équations  expri- 
mant les  conditions  du  déplacement  du  point  matériel , 
s'il  n'est  pas  entièrement  libre ,  suffit  pour  donner  les 
conditions  de  l'équilibre,  telles  qu'elles  ont  été  obtenuer 
dans  les  n***  19  et  suivants. 

En  effet ,  remarquons  que  Sp  étant  la  projection  de^s^ 
sur  la  direction  de  la  force  P,  on  a 

ô|p  =  ^5(cos.>.cos.a4-cos.p..CQS.6-|k:os.v.cos.7)  ; 
Mais 

Ss.cos^.l^^Sx,  «y5.eos.{iL=^,  Jf  .cos^.vr=  ^z  •• 

donc 

en  sorte  que  Féquation  (A)  peut  s'écrire 
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OU  bien 

Ar.S.Pcos.a4^.S.Pcos.6+^z.S.Pcos.7=:0.  ^.......  (a) 

Cela  posé ,  supposons  en  premier  lieu  le  point  matériel 
auquel  les  forces  P  sont  appliquées  entièrement  libre. 
Les  trois  yariations  $x,ijr,^z  de  ses  coordonnées  corres- 
pondantes à  un  déplacement  possible  de  ce  point  seront 
entièrement  arbitraires.  Donc  Téquation  précédente  ne 
peut  exister  en  général  qu'autant  que  Ton  ai^ra  séparé- 
ment 

S.Pco8.a=0,  S.Pcos.e=a,  S.Pcos.7=?0, 

qui  sont  les  trois  équations  de  Téquilibre  d'un  point 
matériel  libre  trouvées  dans  le  n"*  22. 

Supposons  en  second  lieu  le  point  matériel  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  représentée  par  l'équation 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  trois  coordonnées  de  ce 
point.  On  aura  alors  entre  les  variations  $x,$jrj$z  la  re- 
lation qui  se  déduit  de  l'équation  précédente  en  la  dif- 
férentiant ,  et  remplaçant  dxy  dy  eïdz  par  te,  ^  et  fe , 
relation  qui  est 

dF  ^  d¥  ^  c/F,  ^ 
-^  te+--j-  ^^+  -^Z=:0. 
dx         dy  dz 

Or,  si  l'on  prend  dans  cette  équation  la  valeur  de  l'une 
quelconque  des  variations  $Xy$y,$z;  qu'on  la  substitue 
dans  l'équation  (a),  et  que  l'on  égale  séparément  à  zéro 
les  termes  affectés  des  deux  variations  restantes  qui 
demeurent  arbitraires,  on  retrouvera  les  équations  (^vA 
OQt  été  données  dans  le  n"*  25. 


pigitized  by  LjOOQ IC 


-.    25   — 

Admettons  enfin  que  le  point  matériel  soit  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  une  courbe  donnée  représentée  par 
les  équations 

les  variations  Sx,Sj,Sz  devront  alors  satisfaire  aux  denx 

équations  différentielles 
df^      df,      df'      ^  dE,      dF  ,     dF^      ^ 

ax         dy        d^  dx         dy  ""     dz 

Si  Ton  prend  dans  ces  équations  les  valeurs  de  deux 
quelconques  de-  ces  variations  ,  et  que  Ton  substitue 
ces  valeurs  dans'  l'équation  (a) ,  la  troisième  variation 
disparaîtra,  et  Ton  trouvera  pour  équation  finale»  ex- 
primant les  conditions  de  l'équilibre,  celle  qui  a  été 
donnée  dans  le  n°  2T. 

III.  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  pa- 
rallèles APPLIQUEES  A  UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATERIELS 
ASSUJETTIS   ENTRE   EUX   d'unE  MANIER^:    INVARIABLE. 

31.  Nous  considérons  ici  un  système  de  points  ma- 
tériels supposés  assujettis  les  uns  aux  autres ,  de  ma- 
nière que  leurs  positions  respectives  ne  puissent  subir 
aucun  changement,  comme  cela  aurait  lieu  si  ces  points 
appartenaient  à  un  corps  solide  et  parfaitement  rigide. 
Des  forces  quelconques  ,  mais  dont  les  directions  sont 
toutes  parallèles  entre  elles,  sont  appliquées  à  ces  points. 
Nous  admettcms  en  général  qu'une  partie  de  ces  forces 
tend  à  transporter  le  corps  dans  im  sens,  et  l'autre  par- 
tie à  le  transporter  dans  un  sens  opposé. 

Nous  avons  présenté  dans  les  n^ll  et  14  la  notion 
de  la  résultante  de  deux  forces.  La  résultante  de  plu- 
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siçurs  forces  appliquées  à  un  système  de  points  maté- 
riel est  la  forcç  par  laquelle  ce  système  serait  sc^cité 
de  la  même  manière  qu'il  Test  par  Tensemble  des  forces 
proposées  ;  en.  sorte  que  si  Ton  appliquait  au  système 
une  force  égale  et  directement  opposéeàcette  résidtante, 
l'action  des  forces  proposées  serait  entièrement  détruite 
et  le  système  se  trouverait>en  équilibre. 

Un  système  quelconque.de  forces  appliquées  à  plu- 
sieurs points  matériels  étant  donné ,  on  ne  peut  pas  tou- 
jours trouver  pour  ce  système  une  seule  jpésultante  ,  et 
par  conséquent  on  ne  pourrait  pas  toujours  foire  équi- 
libre aux  forces  proposées  par  l'application  d'une  force 
unique.  La  question  consiste  :  1"  à  déterminer  la  résul* 
tante  lorsqu'elle  existe,  et  dans  tous  les  cas  à  réduire 
le  système  proposé  au  plus  petit  n<Hnbre  de  fc»:ce8  qu'il 
est  possible  ;  2**  à  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre  . 
du  système. 

32.  Soient  en  premier  lieu  deux  forces  parallèles  P,PV 
qui  agissent  dans  le  même  sens.  En  composant  ces  deux 
forces  par  le  principe  du  levier,  la  valeur  de  leur  résul- 
tante s^ra 

la  direction  de  cette  résultante  sera  parallèle  aux  direc- 
tions des  deux  forx^es  et  comprise  dans  le  même  plan;  elle 
partagera  TintervaUe  de  ces  directions  en  parties  rédpro- 
quement  «proportionnelles  aux  forces*  Ainsi  désignant 
parxjo:',  les  perpendiculaires  Am,Ajn  (fig.iO)  abaissées" 
d'un  point  quelconque  Apris  dans  le  plan  desdeux  forces 
P,F  sur  leurs  directions ,  la  distance  An  delà  direction 
de  la  résultante  R  au  point  A  sera  exprimée  par 

P+F 
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33.  Admettons  en  second  lieu  que  les  deux  forces 
parallèles  données  P^F  sont  dirigées  en  sens  opposés. 
Soit  P  la  plus  grande  de  cesdeux  forces  »  et  supposons 
que  l'on  applique  au  système,  dans  le  plan  des  directions 
des  deux-forces  P,  P',  une  troisième  force  P — P'  agissant 
en  sens  contraire  de  la  force  P»  et  placée  de  manière 
que  les  ^distances  mn,  mw' (/%.'!,  1)  soient  entre  elles 
dans  le  rapport  de  P'  à  P.  Il  y  aura  équilibre  en  vertu 
du  principe  du  levier.  Donc  l'action  résultante  des  deux 
forces  P,P  est  la  force  R  égale  et  directement  opposée 
à  la  force  P — P'  puisque  l'application  de  cette  force  P — P' 
établit  l'équilibre  dans  le  système.  Ainsi  Ist  résultante  des 
forces  propotées  a  pour  valeur 
R^P-^F, 

et  la  distance  An  de  sa  direction  au  point  quelconque  A 
pris  dans  le  plan  des  forces  est 

Px— Fx^ 
R       • 

SA.  U  est  nécessaire  d'examiner  le  cas  particulier  où 
l'on  aurait  P=:P'.  Dans  ce  cas ,  si  Y(m  a  également  x=txf, 
les  deux  fcnrccts  données  sont  égales  et  directement  op- 
posées :  leur  résultante  est  nulle ,  et  le  système  est  en 
équilibre.Mais  si  en  m^e  temps  que  les  deux  forces  P,P' 
sont  égales  et  exposées ,  les  directions  de  ces  forces  ne  colin* 
cident  pas  l'une  avec  l'autre  y  l'expression  précédente 

"Pjc P'x' 

An= 5 de  la  distance  delà  direction  de  la  résul- 

tante  au  point  A  devient  infiniment  grande. 

Ainsi  là  résultante  des  forces  proposées  est  nulle  et  sa 
direction  est  placée  à  une  distance  infinie  des  directions 
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de  ces  forces ,  ou  plutôt  elles  ù  ont  pas  de  résultante. 
Un  tel  système  constitue  ce  qu'on  nomme  un  couple, 

35.  Considérons  un  couple  quelconque  formé  de  deux 
forces  égales  et  parallèles  'P,  agissant  en  sens  contraire , 
mais  non  directement  opposées,  et  désignons  par  «  ladis« 
tance  mn  [fig.\%  des  directions  de  ces  forces.  L'action  de, 
ce  couple  sur  le  plan  matériel  auquel  il  est  appliqué  ne 
peut  être  remplacée  par  une  force  unique  :  cette  action 
est  d'une  nature  qui  lui  est  propre ,  et  ne  pourrait  être 
détruite  que  par  celle  d'un  autre  couple.  Pour  voir  d'ail- 
leurs en  quoi  consiste  l'action  du  couple  proposé ,  on 
peut  supposer  qu'un  point  quelconque  A  du  plan  ma- 
tériel ,  auquel  il  est  appliqué  y  devienne  fixe.  L'action 
simultanée  des  deux  forces  P  tendra  à  faire  tourner  ce 
plan  autour  du  point  A,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche ,  et  la  mesure  de  cette  action  sera  la  différence 
des  moments  P.Am ,  P.An ,  c'est-à-dire  P-o-. 
.  On  peut  donc  dire  qu'aussitôt  qu'un  couple  est  ap- 
pliqué dans  un 'plan  matériel,  ce  plan  tend  à  tourner 
autour  de  l'un  quelconque  de  ses  points  avec  une  énergie 
mesurée  par  le  moment  du  couple ,  dont  l'expression 
analytique  est  P^r,  C  est  en  cela  que  consiste  l'action  de 
ce  couple. 

Cette  action  ne  peut  être  remplacée ,  comme  on  l'a 
déjà  dit»  par  une  force  unique  qui  tend,  nooi  pas  à 
£aiire  tourner ,  mais  à  déplacer  le  plan  matériel  dans  le 
sens  de  la  direction  de  la  force.  Mais  si  l'un  des  points 
du  plan  matériel  devenait  réellement  fixe ,  ce  plan  ne 
pourrait  plus  être  transporté  dans  l'espace  ;  il  ne  poui*- 
rait  que  tourner  autour  du  point  devenu  fixe.  Alors 
les  actions  de  la  force  et  du  couple ,  pour  opérer  ou  em^ 
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pécher  ce  mouvement  de  rotaticm  »  deviendraient  tout  à 
fait  comparables.  L'action  du  couple  serait  toujours  me 
surée  par  le  moment  P^r^  dont  la  valeur  est  indépen- 
dante de  la  position  du  point  fixe  par  rapport  aux 
directions  des  forces  P  ;  et  Faction  d'une  force  Q  serait 
mesurée  par  le  moment  Q^,  en  désignant  par  q  la 
distance  <du  point  fixe  à  la  direction  de  la  force.  La  force 
fera  équilibre  au  couple  si  P<îr=Q  j  ,  et  si  le  couple  et  la 
force  tendent  à  faire  tourner  le  plan  matériel  en  sens 
opposés. 

36.  Soit  maintenant  le  système  de  plusieurs  forces 
parallèles  P.P^P",  etc. ,  appliquées  à  des  points  maté- 
riels assujettis  entre  eux  d'une  manière  invariable ,  et 
distribués  arbitrairement  dans  l'espace.  Supposons  que 
l'on  ait  mené  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  des 
forces ,  dans  lequel  on  a  tracé  les  axe#  rectangulaires 
Ax,Ay^  et  soient  m^m'.m",  etc. ,  les  points  où  les  direc- 
tions des  forces  proposées  P,P',P",  etc. ,  rencontrent  ce 
plan.  Nous  désignerons  par  aret  y,  oi  et  j^',  od*  tX.  y\  etc., 
les  coordonnées  des  points  myni,wl\  etc. 

Cela  posé,  admettons]  en  premier  lieu  qtie  toutes  les 
forces  proposées  '  agissent  dans  le  même  sens.  On  les 
composera  facilement  deux  à  deux  par  le  principe  du 
levier.  La  résultante  des  deux  premières  forces  P,P' 
aura  pour  valeur  P+F.  Sa  direction  rencontrera  le  plan 
xÈLy  dans  un  point  de  la  ligne  mm'  qui  partagera  cette 
ligne  en  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  for- 
ces P,P'  ;  d'oùl'on  conclut  facilement  que  les  coordonnées 

Px+P'j:'       Py+P'y' 
de  ce' point  seront  respectivement  et   ^l  ^  . 

En  composant  de  même  la  résultante  des  deux  pre- 
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mières  forces  avec  la  troisième»  puis  la  seconde  résul- 
tante avec  la  quatrième  force ,  et  ainsi  de  suite ,  on  trou- 
vera qu'en  nommant  R  la  résultante  totale,  et  X,Y les^ 
coordonnées  du  point  où  sa  direction  rencontre  le  plan 
xhy^  on  a 

R=S.P,       et      X  =  -^,      Y=-— j 

équations  par  lesquelles  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résuItaxUe  sont  déterminées. 

37.  Si  maintenant  on  suppose  qu'une  partie  des  for- 
ces proposées  agisse  dans  un  sens,  et  l'autre  partie  dans 
le  sens  contraire,  que  Ton  désigne  par  P^  Tune  quel- 
conque des  premières  forces  ,  et  par  P^Fune  quelconque 
des  secondes  forces,  on  réduira  d'abord  le  système  à  deux 
résultantes  partielles  Q,  et  Q,,  agissant  en  sens  contrai- 
res, mais  iqui  ne  seront  pas  en  général  directement  op- 
posés. On  aura  pour  les  valeurs  de  ces  résultantes  pat- 
tielles: 

Q.=xS.P.,       Q,=S.P,; 

et  les  cocnrdcmnées  de  leurs  points  d'application  seront 
pour  la  force  Q,,  —g —  et  — gp-  , 

pour  la  force  Q,,     ^     et — pr— . 

Ces  deux  forces  Q,  et  Q,  se  composeront  ensuite  (sauf 
le  cas  particulier  où  l'on  aurait  Q,=Q,)  en  une  seule 
résultante  R ,  comme  on  Ta  vu  n^  32  et  33.  L'on  aura 

R=Q-Q,î 
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«t  les  coordonnées  X,  Y  du  point  où  la  direction  de  cette 
résultante  rencontrera  le  plan  des  x,y  seront 

JVous  aurons  donc  ici ,  comme  dans  le  cas  précédent*, 
pour  déterminer  la  résultante  cherchée , 

R=s.p,    e.    x=S|f,    T=5*:. 

pourvu  que  daçs  les  sommes  désignées  par  S  Ton  donne 
des  signes  contraires  aux  forces  qui  agissent  en  sens 
contraires.  Il  est  visible ,  d'ailleurs ,  que  Ton  doit  égale- 
ment donner  des  signes  contraires  aux  coordonnées  x 
et  y^  suivant  qu'elles  se  trouvent  comptées  sur  les  par- 
ties positives,  ou  sur  les  parties  négatives  des  axes 
Aa:,Ajr. 

38.  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  produits 
Vx ,  Py  donnent  respectivement  la  mesure  des  actions 
exercées  par  la  force  P,  pour  faire  tourner  le  système 
autour  de  l'axe  des  y  et  de  l'axe  des  x ,  axes  qui  sont 
perpendiculaires  à  la  direction  de  cette  force.  Ils  repré- 
sentent ce  qu'on  joomme  les  moments  de  la  force  P,  pris 
par  rapport  à  ces  axes,  en  attribuant  ici  au  terme  mo^ 
ment  un  sens  analogue  à  celui  qui  lui  a  été  donné  dans 
le  n''  35.  De  même  les  produits  B.X,  RY  représentent 
les  moments  de  la  résultante  R ,  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axes.  Ainsi ,  Ton  voit  par  ce  qui  précède ,  que  le 
moment  de  la  résultante  d'un  système  quelconque  de 
forces  parallèles  est  toujours  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  composantes ,  ces  moments  étant  pris 
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par  rapport  à  une  ligne  quelconque  perpendiculaire  aux 
directions  des  forces. 

De  plus  f  la  somme  des  moments  des  forces  pris  par 
rapport  à  un  axe  mené  perpendiculairement  à  leurs  di- 
rections pai^  un  point  quelconque  de  là  direction  de  la 
résultante ,  est  toujours  nulle. 

39.  A  l'égard  du  cas  particulier  où  les  deux  résul- 
tantes partielles  agissant  en  sens  contraires ,  qui  ont  été 
désignées  par  Q,  et  Q^  i  seraient  égales ,  les  forces  du 
système  sont  alors  réduites  à  un  couple.  Il  ne  peut  donc 
y  avoir  de  résultante  unique.  Le  plan  dans  lequel  agit 
le  couple  est  celui  qui  contient  les  directions  des  deux 
forces  égales  Qi  et  Qa.  La  distance  de  ces  directions  est 

i|/(S.P,j:.-S.P,^.r4^(S.P^,-S.P,>^J% 

et  par  conséquent  le  couple  tend  à  faire  tourner  le 
système  autour  d'un  axe  quelconque  perpendicu- 
laire à  son  plan  avec  une  énergie  mesurée  par  le  mo- 
ment 

V/(S.P,a;.  — S.P.a:.)M-(S.P^,~S.P,r  =  \/ (S,Vjcy+{S.Vy)\ 

40.  Enfin  l'existence  de  l'équilibre  dans  le  système 
exigeant  évidemment  que  les  deux  résultantes  partielles 
Qi  et  Q,  soient  égales  et  directement  opposées ,  c'est-à- 
dire  que  la  distance  de  ces  deux  directions  soit  nulle, 
les  conditions  de  cet  équilibre  sont  expriniées  par  les  trois 
équations 

S.P=0,  S.Pa:==0,  S.P^=ç0. 

La  somme  des  forces  est  nulle ,  aussi  bien  que  la  somme 
des  moments  des  (ortes  pris  par  rapport  à  une  ligne 
quelconque  perpendiculaire  à  leurs  directions. 
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Autr'e  méthode  pour  obtenir  les  résultats  précédents, 

41.  On  voit  qu'il  est  indispensable,  pour  acquérir  une 
connaissance  complète  des  conditions  de  l'équilibre  ^ 
de  la  composition  d'un  système  quelconque  de  forces 
parallèles ,  d'avoir  égard  aux  cas  au  ces  forces  se  rédui- 
raient à  un  seul  couple  ,  cas  dans  lequel  l'équilibre  est 
impossible ,  et  les  forces  ne  peuvent  être  composées,  en 
une  résultante  unique.  La  considération  directe  des 
couples  doRue  les  moyens  de  résoudre  d'une .  manière 
très-simple  les  questions  dont  il  s'agit.  Nous  exposerons 
en  premier  lieu  des  notions  générales,  d'après  lesquelles  » 
on  reconnaît  que  les  couples  peuvent  être  composés  et 
décomposés  d'après  des  lois  analogues  à  celles  qui  con- 
viennent aux  simples  forces. 

Après  avoir  distingue ,  comme  on  l'a  fait  dans  len^'SS, 
en  quoi  consiste  l'action  d'un  couple ,  on  conçoit  aisé- 
ment qu'à  un  couple  donné  formé  de  deux  forces  op- 
posées Pi  dont  les  directions  sont  distantes  de  '^^^,  on 
peut ,  sans  que  l'action  exercée  snr  le  plan  matériel  soit 
changée ,  substituer  tout  autre-^couple  dirigé  d'une  ma- 
nière quelconque  par  rapport  au  premier ,  et  formé  de 
deux  forces  opposées  P'  dont  les  directions  sont  distantes 
de'^^^^  pourvuquel'onaitseulementl'égalité  P''2^^'=P'^5^, 
et  que  les  deux  couples  tendent  à  faire  tourner  le  plan 
matériel  dans  le  même  sens. En  eifet,  soient  aa,  bb  {fig.  13) 
les  directions  des  forces  P  du  premier  couple ,  et  aa',  bb 
les  directions  des  forces  du  second  couple.  Supposons  les 
forces  P  appliquées  aux  points  a,b  de  leurs  directions. 
On  pourra  les  supprimer  en  les  remplaçant  par  les  com- 
posantes P,  dirigées  suivant  aa!  et  bb' ,  et  par  les  corn* 
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po$^n(e6  Q^  dirigées  eiAvBat  ab^  Or  œt  derftières  forces 
Q,  étant  égales  et  opposées,  se  détruisent  réciproqiie- 
nvent.  Lies  forces  P  du  premier  couple  sont  donc  entiè» 
fement  remplacées  par  les  forces  P'  qui  £cMrmeront  le  se- 
cond couple.  Mais  les  forces  PyP'  sont  évidemment 
enllre  elles  danss  le  rapport  inverse  des  longueurs  des 
perpëndiculaîred  un,  an'.  Donc  Ton  a  T?'^=^l?^z^. 

iâ.  Il  est  évident^  d après  ce  <jui  précède,  qu'étant 
donnés  plusieurs  couples  placés  dans  un  plan  matériel, 
dont  les  moments  sont  représentés  respectivement  par 
P<z&»,!P'^,P'W',  etc.,  ces  couples  peuvent, sans  que  Fac- 
tion exercée  sur  le  plan  matériel  soit  changée ,  être  rem- 
placés par  un  couple  unique,  formé  de  deux  forces  R, 
égales  et  agissant  en  Sens  contraires,  dont  les  directicms 
soient  distantes  de  p ,  les  quantités  R  et  p  satisfaisant  à 
l'équation 

R^=P-e5H-PW+P'W+etc...,        ou        Bf^aS.P^. 

En  effet ,  nous  pouvons ,  par  la  ptopositiod  précédente , 
substituer  aux  coiiples  proposés  de  nouveaux  couples , 
dirigés  suivant  deux  lignes  parallèles  quelconques  di- 
stantes de  p ,  pourvu  que  nous   réduisions  les  fo&ces 

P,P',P",  etc.,  dans  les  rapports  —  — , — ,  etc.  Donc  ces 

P     P     f. 

forces  s'ajouteront  et  donneront ,  suivant  chaque  li$fne> 
une  force  R ,  dont  la  valeur  sera 

R;ttP.'?+P'  Sl^F'^^c. 

p        p.       p 

11  faut  remarquer  d'ailleurs  que  dans  cette  forma tiOiEi 
du  couple  résultant ,  les  forces   provenant  tespeoiive- 
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nmni  4«9*oo«q4«s  x{và  tendait  à  4mre  tourner  le  ^àii 
g^atàriel  daits  tiB  deas  ou  dans  l'autre  se  trouvercmt  op^ 
posées.  Ainsi  V&a.  doit>  dans  réquation  précédente, 
-deoner  des  signes -différeiitsaiixmQm&its  Pi^quî  â|^ar- 
titftimfaH;  à  des  oot^es  agissant  en  sexLS  opposés.  Le  r 
^fiigne  de  la  somme  S.P  'S^ijodiquerak  sens  da  Taetion  du  • 
<;ouple  résultant. 

43.  Nous  remarquerons,  de  plus,  que,  sans  changer 
Faction  exencée  .sur  un  système  quelQ(Dftque  de  points 
matériels  »  on  peot  remplacer  un  couple  par  tociC  autre 
coufdie  placé  dans  uapl^  paraHàle  au  sàefi ,  Y^outru  que 
les  momesits  tles  deux  couples  soient  égaux,  et  qu'ils 
tendent  à  faire  tocomer  Icisjrstème  dans  le  même  sens. 
En  effet,  soit  un  couple  formé  des  deux  forces  égales  P 
agissant  en  sens  opposés  aiio:  extrémités  de  la  ligne  Ma 
{fig^  i4).TraocHis  dans  un  plan  parallèle  à  celui  de  ces  deux 
forc^  la  ligne  bb  égale  et  parallèle  à  aa ,  puis  les  detrx 
lignes  éab,  ab  qm  se  couperoM  en  c  au  milieu  de  leurs 
kmgueuDs.  Toutes  ces  lignes  étant  supposées  assujetties 
ifiTariaMenveirî  les  unes  aux  autres  et  au  système  dont 
-Ircffliple  fait  partie,  on  ne  changera  rien  à  l'état  de  ce 
sgrs&ème  en  appliquant  aux  points  b,b  d^ux  forces  égales 
et  parallèles  aux  forces  P  agissant  im  sens^  contraires ,  et 
au  point  c  ^atre  fc»rces  semUables,  qui  se  détruisant 
deux  à  dffliXi  Si  asrâtenîmt  on  supprime  les  forces  qui 
se  font  respeftif^^nent  équilibre  sur  les  leviers  ab,a6, 
il  restera  seulemefit  deux  forces  P  agissant  en  sens 
opposés  aux  extrémités  de  la  ligne  bb ,  c'est»à-dire  le  ^' 
couple  proposé  transporté  parallèlement  à  lui-même 
.  dans  un  autre  pis»  parallèle  au  sien. 

hk.  En  réunissant  «ette  propositi^m  k  celle  des  tf*  40 
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et  hi  on  voit  comment  on  peut  côm]^8er  plusieurs 
couples  quelconques  agissant  dans  des  plans  parallèles. 
Le  couple  ï^sultant  est  placé  3ans'  un  plan  quelconque 
parallèle  à  ceux  des  couples  composants,  et  son  mo- 
ment est  égal  à  la  somme  des  moments  des  couples  com- 
posants ,  somme  dans  laquelle  on  doit  donner  des  signes 
contraires  aux  moments  des  couples  qui  tendent  à  faire 
tourner  le  système  en  sens  opposés. 

45.  Considérons  actuellement  deuxcouples  placés  dans 
des  plans  non  parallèles.  Quels  que  soient  ces  couples 
on  peut  les  ramener  :  1°  à  être  formés  tous  les  deux  par 
des  forces  égales  P;  2*  à  ce  que  les  directions  de  Tune 
des  forces  soient  placées  dans  la  commune  intersection 
des  plans  dans  lesquels  ces  couples  sont  placés.  Soient 
AA  {fig.  15)  cette  commune  intersection,  et  AB,  AC  les 
perpeadiculaires  à  cette  ligne  qui  mesurent  respecti- 
vement dans  les  plans  des  deux  couples  les  distances 
des  directions  des  forces  P  dont  ils  son^  formés.  Les  mo-» 
ments  des  deux  couples  proposés  seront  exprimés  res- 
pectivement par  P.AB  et  P.AC  ;  Fangle  BAC  serai  angle 
des  plans  de  ces  couples.  Cela  posé,  achevons  le  paral- 
lélogramme dont  AB,  AC  sont  deux  côtés ,  et  traçons 
les  deux  diagonales  AD,BC.  Ces  lignes  étant  supposées 
liées  invariablement  eçtre  elles  et  au  sys^me  dont  les 
couples  proposés  font  jSartie,  on  ne  changera  rien  à  ITétat 
de  ce  système  en  plaçant  au  point  D- deux  forces  égales 
et  parallèles  aux  forces  Pet  agissant  en  sens  contraires , 
et  au  point  E  quatre  forces  semblables  qui  se  détruisent 
deux  à  deux.  Et  si  Von  supprime  ensuite  les  forces  qui 
se  font  réciproquement  équilibre  sur  les  deux  leviers 
AD,  BC,  il  restera  deux  forces  P  agissant  dans  un  sens 
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opposé  aux  extrémités  de  la  d'iàgonale  AD  ;  c'est-à-^dire 
un  couple  situé  dans  lé  plan  A  AD,  dont  le  moment  est 
P. AD.  Ainsi  la  diagonaîle  du  parallélogramine  construit 
sur  les  lignes  qui  représentent  la  direction  des  plans 
des  couples  composants  et  les  moments  de  ces  couples  , 
représente  la  direction  du  plan  du  couple  résultant  et  le  , 
moment  de  ce  couple. 

46.  Cette  proposition  peut  aussi  être  présentée  de  la 
manière  suivante  :  l'action  d'un  couple ,  comme  on  Ta 
jpemarqué  n*»  35,  tend  à  faire  tourner  le  plan  dans  lequel 
il  agit  autour  d'un  pçint  quelconque  pris  dans  ce  plan. 
Plus  généralement,  l'action  d'un  couple  tend  à  faire  tour- 
ner le  système  auquel  il  est  appliqué  autour  d'une  ligne 
droite  quelconque  perpendiculaire  au  plan  du  couple.  . 
Appelons  une  telle  ligne  Vaxe  du  couple  :  on  pourra  la 
placer  où  l'on  voudra  dans  l'espace ,  pourvu  qu'elle  reste 
perpendiculaire  au  plan  du  couple;  et  comme,  parle 
n*"  43,  un  couple  peut  être  transporté  dans  un  plan  quel- 
conque parallèle  au  sien  sans  que  l'état  du  système  soit 
changé ,  l'action  d'un  couple  est  complètement  défîniç 
quand  on  a  donné  la  direction  de  son  axe  et  la  valeur  de 
son  moment.  Cela  posé ,  on  voit  aisément,  par  len*  45  , 
que  si  l'on  prend  deux  lignes  qui  représentent  en  direc- 
tion les  axes  de,  deux  couples,  et  en  grandeur  leurs  mo- 
ments ,  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
ces  deux  lignes  représentera  en  direction  Taxe  du  couple 
résultant  y  et  en  grandeur  le  moment  de  ce  couple. 

Ainsi  ,  les  couples  peuvent  être  composés  et  décom-  , 
posés  suivant  les  mêmes  lois  que  les  forces  ;  et  comme 
on  peut  toujours  transporter  l'axe  d'un  couple  parallè-* 
lement  à  lui-même  dans  un  point  quelconque  de  Tes^ 
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pacfr»  oaa  voit  que  ks  rj^les  exposées  daaas  Vêstûde  ïl 
pour  la  composition  des  forces  appliquées  à  un  point 
matériel  doivent  complétemâpit  la    composition   des 
couples. 

47.  Cherchons  maintenant  les  conditions  de  l'équilibre 

«  de  plusieurs  forces  parallèles  appliquées  à  un  système 
formé  de  points  matériels  disposés  d'une  manière 'qui- 
conque et  dont  les  distances  mutuelles  sont  invariables. 
Représentons ,  comme  dans  le  n**  36,  par  P  Tune  de  ces 
forces,  et  par  jp,^les  coordonnées  du  point  où  sa  ài^ 
rection  rencontre  le  plan  des  xjr  mené  perpendiculai-^ 
rement  aux  directions  de  toutes  les  forces.  Sans  rien 
changer  à  l'état  du  système,  on  peut  appliquer  àTorigine 

•  des  coordonnées  deux  forces  égales  à  P  et  agissant  en 
sens  contraires  ;  en  faisant  la  même  chose  pour  toutes  les 
forces,  elles  se  trouveront  remplacées  par  d'autres  forces 
agissant  dans  le  même  sens  qu'elles-mêmes ,  appliquées 
à  l'origine,  et  par  des  couples  dirigés  dans  des  plans  pas^ 
sant  par  l'axe  des  z,  et  dont  l'un  quelconque  des  moments 
sera  représenté  par  P,  j/x*-hy*. 

L'équilibre  du  système  exigera  donc  en  premier  lieu 
que  les  forces  appliquées  à  l'origine  se  détruisent,  ou 
que  l'on  ait 

S.P=0. 

En  second  lieu ,  il  faudra  qu'en  composant  les  cou- 
ples donnés  par  chacune  des  forces,  le  moment  du 
couple  résultant  soit  nul.  Or,  le  couple  donné  par  la 
force  P  peut  être  remplacé  par  deux  autres  agis-» 
sant  dans  les  plans  des  ^x  et  des  zy  parallèlement  aux 
directions  des  forces  proposées,  et  dont  les  moments 
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soat  respect! v«mei>t  Paç,  Py .  Tow  te«  eoupleg  doBaés 
par  les  forces  proposées  peiiyei^t  donc  être  remplacés 
par  deux  autres  coupIeSi  j^és  dans  les  flIaQs  dont  cm 
vient  de  parkr,  et  dont  les  momeiits  sont  respective-* 
nwit  S.Par,  S.Py.  L'eii#tence  d^  Téquilibre  exigeant 
que  le  «iQiïEient  du  c^i^  r&uUant  soit  nul ,  il  faudra 
donc  que  Ton  ait  encoee  les  équations 

S.Pa:=0,  S.Pj^=0.    r 

Les  trois  équations 

S.P=0,         S.Pjp^Q,  S.?x^O, 

expriment  complètement  les  conditions  de  l'équilibre  du 
système.  La  première  apprend  que  la  somme  des  forces 
doit  être  nulle.  Les  4eux  autres  indiquent  que  la  sooune 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à  deux  axes 
menés  perpendiculairement  à  leur  direction  doit  être 
nulle.  Si  cette  dernière  condition  a  lieu  pour  deux  axes 
quelconques  perpendiculdi;*e$  à  la  direction  des  forces , 
et  non  parallèles  entre  eux  ,  elle  subsistera  également 
pour  tout  autre  axé  également  perpendiculaire  à  cette 
direction. 

k8.  La  résultante ,  si  elle  existe ,  devant  être  égale  et 
directement  opposée  à  la  force  qui  établirait  l'équilibre 
dans  le  système  ,  on  a  évidemment,  d'à  près  ce  qui  pré- 
cède, en  désignant  cette  résultante  par  R,  et  par  X ,  Y, 
les  coordonnées  du  point  où  sa  direction  coupe  le  plan 
des  xy, 

R=:8.P,      RX=S.P.r,         RY=S.Pj^; 

d'où  Y^S-P-^  Y-S.Pj^ 
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Ainsi ,  lo  la  résultante  est  égale  à  la  somme  des  fotceè 
composantes  ;  2*  le  moment  de  la  résultante  pris  par 
rapport  à  un  axe  quelconque  perpendiculaire  aux  di- 
rections de's  forces  données  doit  être  égal  à  la  somme 
des  moments  des  forces  composantes  pris  par  rapport 
au  même  axe.  Cette  dernière  condition  aura  lieu  pour 
tous  les  axes  semblables ,  si  elle  subsiste  pour  deux  de  ces 
axes  non  parallèles  entre  eux. 

On  voit  aussi  que  la  somme  des  moments  des  forces  . 
est  nulle  lorsque  Ton  prend  ces  moments  par  rapport 
à  un  axe  quelconque  mené  par  un  point  de  la  direc- 
tion de  leur  résultante  et  perpendiculairement  à  cette 
direction. 

49.  Si  Ton  a  R  =  0  sans  avoir  en  même  temps  S.P^=0 
et  S.I^=iO,  les  forces  n'auront  pas  une  résultante  uni- 
que :  elles  se  réduiront  à  un  couple  dont  les  couples 
composants  situés  dans  les  plans  zx^  zy  ont  respec-^ 
tivement  pour  moments  S.Px  et  S.Py. 

Centre  des  forces  parallèles, 

50.  Représentons-nous  les  forces  proposées  dirigées 
parallèlement  les  unes  aux  autres,  et  appliquées  à  divers 
points  formant  un  système  dont  la  figure  est  supposée 
invariable.  En  composant  les  deux  premières  forces  en 
une  seule,  composant  ensuite  la  résultante  des  deux 
premières  avec  la  troisième  force,  et  continuant  de  la 
même  manière ,  on  connaîtra  la  résultante  des  forces 
proposées  si  elles  en  ont  une ,  et  Ton  déterminera  en 
même  temps  la  grandeur,  la  direction  et  le  point  d'ap- 
plication  de  cette  résultante    On  remarquera,  déplus. 
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ffi^LQ  la  situation  de  ce  point  d'application  dépend  uni-^ 
guement  des  positions  respectives  des  points  d'applica- 
tion des  forces  proposées  et  des  intensités  de  ces 
'  forces  ,  et  nullement  de  leurs  directions  ;  en  sorte  que 
Ton  pourrait  changer  d'une  manière  quelconque  ces 
directicuas  pourvu  qu'elles  restassent  toutes  parallèle^ 
entre  elles,  en  conservant  d ailleurs  aux  forces  les 
mêmes  points  d'application  et  les  mêmes  intensités,  sans 
que  le  point  d'application  de  la  résultante  fût  changé. 
Ce  point  d'application  de  la  résultante  se  nomme 
centre  des  forces  parallèles.  Conservons  les  dénomina- 
tions des  1  n°8  36  et  suivants ,  et  appelons  de  plus 
z',z" ,z"\  etc.  les  distances  des  points  d'application  des 
forces  P,P',P",  etc.  au  plan  des  ary  ;  et  Z  la  distance  du 
point  d'application  de  là  résultante  au  même  plan.  Il  est 
visihle ,  d'après  les  no*  37  et  39,  que  la  position  de  ce 
point  est  déterminée  par  les  trois  coordonnées 

S.Po:  v_S.Pr  7_S.Pz 

^"""sip'         s.p'  s:p' 

puisque  le  centre  des  forces  parallèles  étant  toujours 
placé  sur  la  direction  de#a  résultante ,  les  valeurs  des 
coordonnées  qui  déterminent  cette  direction  lorsqu'on 
suppose  successivement  les  forces  dirigées  parallèlement 
atoc  trois  axes  des  z,  àesy  et  des  a:,  doivent  appartenir 
au  point  dont  il  s'agit. 

51.  La  somme  des  moments  des  forces,  pris  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  mené  perpendiculairement  à 
leurs  directions  par  le  centre  des  forces  parallèles,  est 
toujours  nulle.  Ainsi  les  forces  ne  tendent  pas  à  faire 
tourner  le  système  en  aucun  sens  autour  de  ce  point* 
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Lie  système  semt  donc  en  équilibre  si  le  pomt  dont  il 
s'agit  devenait  fixe ,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  les 
diriections  des  forces  parallèles  par  rapport  aux  parties 
de  l'espace. 

52.  Si  le  système  des  forces  se  réduisait  à  un  couple  , 
le  centre  des  forces  parallèles  n'existerait  plus. 

53.  Si  toutes  les  forces  désignées  par  P  étaient 
égales  entre  elles,  les  expressions  dun*"  50  deviendraient 

S.ar  S.^  7      S.2 

n  n  n 

en  appelant  n  le  nombre  des  forces.  Le  point  auquel  ap* 
partiennent  les  coordonnées  X,  Y,  Z  ne  dépend  alors 
que  des  positions  respectives  des  points  d'application. 
On  le  nomme  centrée  des  moyennes  distances ,  et  la  dé- 
termination de  ce  point  devient  une  recherche  de  pure 
géométrie. 

IV.  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  dirigées 

ARBITRAIREMENT  ET    APPLIQUEES    A   UN   SYSTÈME    DE  POINTS 
MATÉRIELS  assujettis  ENTRE  EUXd'unE  MANIÈRE  INVARIABLE. 

5fc.  Considérons  un  système  formé  de  plusieurs 
points  matériels  assujettis  entre  eux  d'une  manière  in- 
variable, auxquels  sont  appliquées  des  forces  dirigées 
d'ime  manière  quelconque.  Soient,  P  la  valeur  de  l'une 
de  ces  forces  exprimée  en  unité  de  poids  ;x,yyZ  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  son  point  d'application  ; 
a,  €,  7  les  angles  que  sa  direction  forme  respectivement 
avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z.  La  question  consiste: 
1**  à  composer  toutes  les  forces  P  en  une  réjBul tante  uni- 
que y  si  cela  est  possible ,    ou  du  moins  à  réduire  le 
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système  au  j^b  petit  nombre  de  forcet  qu'on  lé 
pourra  ;  2«  à  exprimer  les  cmiditicHis  nécessaires  pour 
que'^les  forces  dont  il  s'agit  se  fassent  mutuellemaat 
équilibre. 

Supposons,  en  premier  lieu,  le  système  des  forces 
iNToposées  en  équilibre ,  et  proposons-nous  d'exprimer 
les  ccmditions  de  cet  équilibre.  Admettons  que  cbacune 
des  forces  P  ait.  été  décomposée  en  trois  forces  P  cos.  a  $ 
Pcos,6,  Pcos.y,  respectivement  parallèles  aux  trois 
axes  des  x ,  des  j^  et  des  z.  L'équilibre  du  système  ne 
sera  pas  altéré  si  Ton  applique  à  l'origine  des  coordon- 
nées dans  des  directions  parallèles  aux  forces  Pco8.a(, 
Pcos.€,  Pcos.7,  deux  forces  respectivement  égales  àcha^ 
cune  de  celles-ci  et  opposées  l'une  à  Tautre.  On  aura 
alors ,  au  lieu  du  système  proposé ,  1<»  un  système  de 
forces  appliquées  à  l'origine  des  coordonnées  et  dirigées 
dans  le  sens  des  trois  axes;  2^  un  système  de  cou<^ 
pies  formés  par  des  forces  dirigées  parallèlement  à 
ces  axes. 

On  voit  en  premier  lieu  que  l'équilibre  de  ce  système 
exige  que  les  forces  appliquées  à  l'origine  se  détruisent 
réciproquement  >  ou  que  leur  résultante  soit  nulle  :  ce 
qui  donne  les  trois  équations 

S.Pcos.a=:0,  S.Pcos.€=0,  S.Pcos.y=0. 

II  faudra  en  second  lieu  que  tous  les  couples  produits 
par  chacune  des  forces  Pcos.a,  Pcos.6,  Pcos.7  se  détrui- 
sent entre  eux ,  ou  que  le  moment  du  couple  résultant 
soit  nul.  Or  le  couple  produit  par  la  force  P  cos.a,  dont  le 
moment  est  Pcos.a.ï/y"-l-z%  peut  être  remplacé  par 
deux  autres  couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  et 
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AesjZy  dont  les  moments  seront  Pycos.»,  ctPzcos.a. 
Le  couple  produit  par  la  force  Pcos.6,  dont  le  moment 
est  P  cos.6|/a:*+r",  peut  être  remplacé  par  deux  autres 
couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  et  des^z,  dont  les 
moments  seront  P^rcos.6  et  Pzcos.6.  Enfin  le  cou- 
ple produit  par  la  force  Pcos.y,  dont  le  moment  est 
Pcos.y.J/^x'-fy',  peut  être  remplacé  par  deux  autres  cou- 
ples agissant  dans  les  plans  des  xz  et  desjz,  dont  les  mo- 
ments seront  Pxcos.7  et  P/cos.7.  Au  moyen  de  cette 
décomposition ,  tous  les  couples  seront  remplacés  par 
d'autres  qui  agissent  dans  les  trois  plans  coordonnés.' 
Ceux  qui  sont  dirigés  dans  le  plan  des  xj-  donneront  en 
les  composant  un  couple  résultant  partiel  dont  le  moment 
sera  S.P(j^cos.a — orcos.ê);  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  xz  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(a:cos.7' — zcos.a);  et  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  jz  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(zcos.€ — ^ycos.7).  Les  expressions  précédentes  sont 
écrites  en  supposant  que  Ton  prenne  positivement  les 
moments  des  couples  qui  tendent  à  faire  tourner  le  sys- 
tème dans  le  sens  dex  vers  z,  de  z  vers  ^,  dej^  vers  x, 
et  négativement  les  moments  des  couples  qui  tendent  à 
le  faire  tourner  dans  le  sens  opposé.  Les  trois  couples 
se  composeront  en  un  seul ,  dont  le  moment  ne  peut 
être  nul ,  à  moins  que  chacun  des  moments  des  couples 
composants  ne  soit  nul ,  ce  qui  donne  les  trois  équations 

S.P(^cos.a — a:cos.6)==0,      S.P(j:cos.7 — scos.a)=0 
S.P(icos.6— ^cos.7)=0, 

lesquelles,  réunies  aux  précédentes,  expriment  complet 
tement  les  conditions  de  l'équilibre  du  système. 
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55.  Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  écrites 
d'une  manière  plus  simple. Désignons  respectivement  par 
pyÇ^rles  plus  courtes  distances  de  la  direction  de  la  force  . 
P  aux  axes  des  x,  des  j^  et  des  z.  Soit  mp{fig,  16)  la 
projection  de  la  direction  de  la  force  P  sur  le  plan  ver- 
tical desj^z  :  la  plus  courte  distance  p  de  cette  direction 
à  Taxe  des  x  se  projettera  sur  le  même  plan  en  Ap  per- 
pendiculaire à  mp.  On  reconpn^îtra  facilement  d'ail- 
leurs que  la  direction  de  lar  -force  P  formant  avec  le 
plan  des  yz  un  angle  complément  de  a  ^  l'angle  com- 
pris entre  sa  projection  mp  et  Taxe  des  y  a  pour  cosi- 

COS.6  i>  •    1 

nus  -: ;  et  que  1  angle  compris  entre  cette  même  pro- 

cos«*y 
jection  et   Taxe  des  z  a  pour  cosinus — —*  Donc   on 

*  sin.a 

aura 

COS.  6  cos.v 

P^z.-, y.-, . 

sm.a  sm»a 

On  trouvera  de  la  même  manière 

COS.7  COS.a  COS.a  COS.6 

sm.a  sm.6  sm.7  sm.y 

Les  trois  équations  dont  il  s'agit  peuvent  donc  se  changer 
en 

S.Ppsin.a=0,         S.P^siii.6=0,         S.Prsin.7=0. 

Les  trois  équations 

S.Pcos.a=0,    S.Pcos.e=0,    S.Pcos.7=0, 
se  rapportent  à  V équilibre  de  translation.  Elles  expri- 
ment que  la  somme  des  forces  proposées  estimées  paral- 
lèlement aux  trois  axes  est  nulle;  et  par  conséquent 
que  la  somme  de  ces  forces  estimées  parallèlement  à 
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une  ligne  quelconque  est  également  nulle',  heû  trois 
autres  équations  se  rapportent  à  l'équilibre  dé  rotation. 
Elles  expriment  que  la  somme  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à  cl^acun  ^ies  trois  axes  y  moments  qui 
mesurent  l'énergie  avec  laquelle  les  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  autour  de  ces  axes  est  nulle , 
et  Ton  en  conclut  que  la  somme  des  moments  des  for  - 
ces  pris  par  rapport  à  une  ligne  quelconque  sera  ^ale* 
ment  nulle. 

56.  Admettons  en  second  lieu  que  le  système  des 
forces  proposées  ne  soit  pas  en  équilibre.  Elles  peuvent 
alors  se  réduire  à  une  force  unique  qui  en  est  la  résul- 
tante ,  ou  une  telle  réduction  est  impossible.  Si  elles  se 
réduisent  à  une  force  unique,  on  établira  l'équilibre 
dans  le  système  en  appliquant  une  force  égale  et  direc- 
tement opposée  à  cette  résultante.  Donc  en  désignant 
celle-ci  par  R,  par  ayb^c  les  angles  que  sa  direction 
forme  avec  les  axes ,  et  par  X ,  Y,  Z  les  coordonnées  de 
son  point  d'application ,  on  aura  lés  six  équations 

S.Pcos.a — ^Rcos.dt=0, 

S.Pcos.g— Rcos.è=0 , 

S.Pcos.7 — Rcos.c=0 , 
S.PCrcos.a — ^jTcos.S) — ^R(Ycos.fl — ^Xcos.è)=0. 
S.P(j:cos.7 — zcos.a)— R{Xcos.c — Tcos.a)=0  , 
S.P(z  C0S.6— ^cos.7)  -T-.R(Zco8,*— ¥cos»c)=iOî 

dont  les  trois  premières  donnent 

R=:^/<S.Poos.a)•+(S.Pcos.6)XS.Pcos.7)" 

_        S.PCOSJ»  ^     S.Pco8.g  S.Vcosm 

^^"^ — R~'        ^^s.^= — g — ,        coê:c  =  — g--^; 
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et  les  Èmk  autres 

8.P(^cos.tt^xcos.e)— T.S:Pcos.a+X.S.Pcos.6=û 
S.P(jccos.y — 2;cos.a)^-X.S.Pcos.7-f»Z.S.Pcos.a=K) 
S.P(2cos.  6— ^cos.7)  — Z.S.Pco8.6+Y.S.Pcos.7=0. 

Ces  dernières  équations  ne  peuvent  déterminer  les  coor- 
données X,Y,Z.  En  les  éliminant  on  trouve  l'équation 
de  condition 

0=        S.Pcos.a.S.P(3  COS.6— ;^C0S.y) 

•f  S.Pcos.6  S.P(a:cos.y — zcos.a] 
+  S.Pcos.7.S.P(^cos.a — JTcos.S) 

qui^oit  être  vérifiée*pour  que  les  trois  équations  dont  il 
s'agît  puissent  subsister  ensemble ,  et  appartenir  aux 
projections  d'une  même  ligne  droite  qui  sera  la  direction 
de  la  résultante  des  forces  du  système. 

57.  Si  l'équation  de  condition  précédente  n'est  poifit 
vérifiée ,  les  forces  proposées  ne  peuvent  se  réduire  à  une 
résultante  unique.  Mais  elles  se  trouvait  réduites  par 
len^  54  à  une  force  appliquée  à  l'origine,  qui  est  la  ré- 
sultante des  forces S.P  cos.a,  S.P  cos.6,  S.P cos.y  dirigées 
suivant  les  axes  des  x ,  des  /  et  des  2 ,  et  à  un  couple 
unique  qui  est  le  couple  résultant  des  trois  couples  agis- 
sant dans  les  plans  des  xy,  des  xz  et  des  jr^ ,  dont  les 
i&oments  sont  respectivement 

S-P(^cos.a— xcos.e),       SP(j:cos.7— zcos.a), 
S.P  (acos.6— ycos.7). 

Or  on  peut  t;omposer  la  force  appliquée  à  l'origine  avec 
une  des  forces  du  couple  :  ainsi  le  système  peut  toujours 
être  réduit  à  deux  forces  seulement. 

58.  La  considératioti  de  la  force  et  du  couple  dont 
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il  s  agit  peut  d'ailleurs  faire  reconnattre  immédiatement 
la  condition  analytique  à  laquelle  il  faut  satisfaire  pour 
que  les  forces  proposées  se  réduisent  à  une  résultante 
unique.  En  effet  cette  réduction  aura  lieu  si  la  direction 
de  la  force  est  comprise  dans  le  plan  du  couple ,  ou  si 
la  direction  de  la  force  est  perpendiculaire  à  Taxe  du 
cou^e ,  condition  qui  est  exprimée  par  l'équation  obte- 
nue ci -dessus. 

59.  On  peut  remarquer  aussi  que  les  trois  dernières 
équations  posées  n*  56  peuvent  s'écrire 

S,Pcos.a(^— Y)— S.Pcos.6(jc— X)=0  , 

S.Pcos.6(j:— X)— S.Pcos.oi(z— Z)  =0  , 
S.Pcos.y  (z— Z)— S.Pcos.vCr— Y)=0  ; 

elles  expriment  visiblement  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  système  pris  par  rapport  à  trois  axes  paral- 
lèles aux  axes  des  z,  desj^  et  des  x,  menés  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  X,Y,Z  est  nulle.  Of  cette  pro- 
priété doit  subsister  pour  un  point  quelconque  de  la 
direction  de  la  résultante ,  si  cette  résultante  existe. 
Donc  il  y  aura  une  résultante  unique  si  ces  trois  équa- 
tions peuvent  être  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  des 
trois  coordonnées  X,Y,Z. 

Cas  ou  toutes  les  forces  appliquées  au  système  sont  dirigées 
dans  un  même  plan, 

60.  En  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  des  direc- 
tions des  forces ,  il  est  visible ,  d'après  ce  qui  précède , 
que  les  conditions  de  l'équilibre  seront  données  par  les 
seules  équations 

S.Pcos.a=0,  S.PcO8.6=:0, 
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exprimant  que  la  résultante  des  forces  est  nulle  ;  et   . 
S.P(^cos.a — jrco8.6  =  0, 

exprimant  que  le  moment  du  couple  résultant  est  éga- 
lement nul.  Cette  dernière  équation  peut  èite  remplacée 

par  I4  suivante:  ' 

-S.Pp=0, 

oiip  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  des  coordpniiées  sur  la  direction  de  la  force 
P ,  et  dans  laquelle  on  doit  donner  aux  moments  Pp  des 
signes  différents ,  suivant  le  sens  dans  lequel  les  forces  P 
tendent  à  faire  tourner  le  système  aulour^fle  ForigijDe 
des  coordonnées.       *  ' 

61.  On  reconnaît  également  que  Ton  a,  pourra  déter-- 
mination  delà  résultante  ,  les  conditions 

S.Pcos.a — ^Rcos.a=0  ,      S.Pcos.6 — Rcos.6  =  0, 
d'où.  '  • 


R  ==  J/(S.Pcos.a)2+(S.Pcos.«)V 

S.Pcos.a                  S*Pcos.6 
cos.a  =  — — ,    cQs.c^=  --.= 

S.PCrcos.a— a:cos.6)-*-Y.S,Pco&.a-4-X.S.Pcos.6  =  0. 

Des  forces  quelconques  agissant  dans  un  plan  se  ré- 
duisent toujours  à  unç  force  unique  déterminée  par  ces 
équations ,  à  l'exception  du  s^ul  cas  où  Ton  aurait 
SPcos.  a  =  0  et  SPcosr*6  =  0,  ce*qui  donnerait  R=0. 
Les  forces  se  réduisent  alors  à  un  couple  dont  le  mo 
ment  est  S.P^/cos.pr — x  cos.  6),  ou  S. Pp. 
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Conditions  de  V équilibré  lorsqu'il  existe  un  point  fixe  au* 
tour  duquel  le  systhne  peut  tourner  librement  dans  tous 
les  sens, 

62.  Admettdhs  que  Torigine  des  coordonnées  soit 
placée  d^ns  le  point  fixe  ,  et  supposons  comme  dans  le 
n"  54  que  chacune  des  forces  Pces.  «,  Pcos.6,  Pcos.7  ait 
été  remplacée  par  une  force  égale  appliquée  à  rbrigine 
et  par  un  couple.  Les  forces  appliquées  à  l'origine  étant 
ainsi  détruites  parla  résistance  du  point  fixe ,  le  système 
ne  pourrait  plus  se  mouvoir  que  par  l'effet  de  l'action 
des  couplq^.  L'équilibre  subsistera  donc  si  le  moment 
4u  cduple  résultant  est  nul ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  les  trois 
équations 

S.P(^cos.a — JXOS.6)  =0,         S.P(j:cOs.7 — 2cos.a)=0, 
S  .P(zco8 . 6  — ;ycos.7)  =  0 

Ainsi ,  un  système  dans  lequel  il  existe  un  point  fixe  est 
ea  équilibre  lorsque  la  somma  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à  trois  axes  quelconques  passant  par 
le  point  fixe  est  nulle.    » 

63.  L'effort  exercé  sur  le  point  fixe  est  la  force  résul- 
tante -des  trois  forces 

S.Pcos.x,        S.Pcos.6,        S.Pcos.7 

qui  sont  dirigées  respectiyement' dans  le*  sans  de  Taxe 
des  X,  de  l'axe  desj-  et  de  l'axe  des  z. 

Conditions  de  V équilibre  lorsqu'il  existe  dans  le  système^ 
deux  points  fixf  s, 

'  6&..  Nous  admettrons ,  pour  plus  de  simplicité,  que 
l'origine    des  ■  coordonnées    est    placée  dans   l'un    des 
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pointe  fixes,  et  que  l'aie  des  Jtr'fest  la  ligue  dtéité 
qui  joint  èes  deux  points.  Leur  distance  sera  repré* 
sentée  par  a. 

Si  le  systèttie  est  en  équilibre ,  ou  ces  forces*se  détrui- 
sent entre  elles,  cas  dans  lequel  leurs  valeurs  vérifient 
les  six  équations  du  n°  5ï  ;  ou  ces  forces  sont  détruites 
par  la  résistance  des  points  fixes  ,  et  dans  ce  derni^  cas 
les  six  équations  dont  il  s'agit  doivent  être  vérifiées 
lorsque  Ton  comprend  dans  le  système  des  forces  égales 
et  directement  opposées  aux  efiorts  exercés  sur  les  points 
fixes.  D'après  cela,  si  nous  désignons  par  E,P,G  les 
trois  composantes  dans  le  sens  de  Taxe  des  x ,  de  l'axe 
des  y  et  de  Taxe  des  z  de  l'effort  exercé  sur  le  premier 
point  fixe  placé  dans  l'origine  des  coordonnées  ;  et  par. 
E',F',G'les  trois  composantes  de  l'effort  exercé  sur  le 
second  point  fixe  placé *dans  l'axe  des  x  à  la  distance  a  du 
premier  ;  on  aura  évidemment 

S.Pcos.a— E— E'=0  et  '  S.l?{jrcos.oL-^xcpi^)+P'a  =  0 
S.Pcos.6— F— F=d    *  S.P(a:GOs.y--zcos.a)— G'^=0 

S.Pcos.7— G— G'=0  S.P(zcos.ê— ^cos.7)  *        =0  . 

Quelles  que  puissent  être Jes  forces  proposées ,  on  pourra 
touj[Ours  trouver  des  valeurs  deE,F,G,  E',F',G',  qui.  sa- 
tisfassent aux  cinq  premières  équations.  La  seule  condi- 
^  tioxi  n€ce8saire  pour  que  l'équilibre  subsiste  est  donc  ex- 
primée ici  par  l'équation 

S.P(zcos.6— ^cos.y)  =  0, 

qui  doit  être  vérifiée  par  les  valeiirs  des  forces  ;  d'où  l'on 
conclut  que  le  moment  de  rotation  des  forces  pdris  par 
•  rapport  à  l'axe  passant  par  les  deux  points  fixes  doit  avoir 
une  valeur  nulle* 
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65.  Quand  il  existe  deux  points  iixes  ,  le  système  ne 
peut  plus  que  tourner  autour  de  la  ligne  droite  passant 
par  ces  deux  points  :  l'équation  précédente  exprime 
que  les  fqf  ces  ne  tendent  pas  à  produire  un  tel  mouve- 
ment. Mais  si  Ton  ne  supposait  pas  que  les  deux  points 
dont  il  «'agit  fussent  entièrement  fixes ,  mais  seulement 
qu'ils  ne  peuvent  sortir  d'une  même  ligne  droite  don- 
née ,  il  faudrait  alors  attribuer  une  valeur  nulle  aux 

.  composantes  désignées  ci-dessus  par E et  E'.  Ainsi,  l'é- 
quilibre ^du  système  *exigera'it ,  outre  l'équation  précé- 
dente ,  l'équation 

S.Pcos.a=0, 

qui  exprime  que  la  somme  des  composantes  des  forces 
dans  le  sens  de  l'axe  de  rotation  a  une  valeur  nulle. 

66.  La  première  équation  du  n*^  64  donne 

E+E'  =  S.Pcos.a; 

et  les  quatre* équations  suivantes , 

,     S.PCrcos.a— jTcos.ê)      ^         S.P[^cos.6— .(a: — a)cos.^i 

r  = —  ^  y     Je  î^      • » ■      

a  a  ' 

S.P(j:cos.7— zcos.a)  S.P[(x — a)cos.7 — ;ècos.à] 

i^=       —————  Gr^: — ▼- ^ , — ^. 

Ainsi, 'les  valeurs  distinctes  des  deux  efforts  E,E»  di7 
rigés  dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint  les  deux  points 
fixes  ne  peuvent  être  déterminées  :  .on  connaît  seule-^ 
ment  la  somme  de  ces  efforts.  Quant  aux  efïorts.  exercés 
perpendiculairement  à  cette  ligne,  ils  sont  entièrement» 
déterminés  par  les  équations  précédentes  pour  chacun 
des  deux  points  fixes. 

67.  Lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  diri»-  ' 
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gées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  ligiiè^qui  joint 
lesdçux  points  fixes,  lés  termes  contenant  cos^a  sont'nuis, 
et  Ton  a 

E4-E'=0        p^S.Pj:cos.6  p  ^  S.P(a-^j:)cos.e 

"*  a        *  a 

S.Pj:cos.7  S.P(/ï — j:)cos.7 

tr  =  — —  G  =  '    . 

a  a    ' 

Il  n'existe  plus  d'effort  dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  fixes  ;  et  les  efforts  dirigés  perpendicu- 
lairement à  cette  ligne  sont  les  mêmes  qui  auraient  eu 
lieu  si  les  forces  du  système ,  sans  qu'on  les  sortit 
des  plans  où  elles  sont  situées ,  étaient  transportées 
parallèlement  à  elles-m^mes  et  appliquées  à  la  ligne  dont 
il  s'agit. 

68.  S'il  existait  dans  le  système  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  points  fixes  ,  l'équilibre  aurait  toujours  lieu, 
quelles  que  fussent  les  forces  appliquées  à  ce  système. 
Quant  aux  valeurs  des  efforts  exercés  sur*  les  points 
fixes ,  elles  sont  alors  en  général  indéterminées.  Néan- 
moins ,  comme  les  efforts  dont  il  s'agit ,  pris  en  sens 
contraires  et  réunis  aux  forces  du  système ,  doivent  tou- 
jours vérifier  les  six  équations  de  l'équilibre  du  n*  54 , 
cette  condition  établit  dans  chaque  cas  particulier  des 
limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  sont  nécessairement 
comprises. 

L'indétermination  dont  on  vient  de  parler  est  un  ré- 
sultat nécessaire  de  l'hypothèse  d'une  rigidité  parfaite 
dans  les  parties  constituantes  du  système ,  ou  de  l'inva- 
riabilité absolue  de  la  figure  formée  par  les  points  îoa- 
tériels  auxquels  les  forces  sont  appliquées.  Cette  hypo- 
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tHèse  est  une  abstraction  purement  mathématique  qu'il 
e^néceslaive  de  faire  pour  présenter  avec  simplicité 
les  théories  de^ l'équilibre,  mais  qui  ne  s'accorde  pas 
eicactement  avec  les  effets  naturels.  Dans  la  réalité ,  la 
figure  naturelle  d'un  corps  s'altère  toujours  un  peu 
lorsqu'il  est  soumis  à  l'action  de  diverses  forces  ;  et  les 
conditions  de  ces  changements  qui  dépendent  de  la 
nature  ph*ysique  du  corps ,  jointes  aux  lois  générales 
de  l'équilibre ,  donnent  toujours  tout  ce  qui  est 'néces- 
saire pour  déterminer  complètement  l'état  du  système  , 
état  dont  il  est  évident  qu'aucun  élément  ne  peut  jamais 
demeurer  indéterminé  et  arbitraire . 

Conditions  de  Véquilibre  dans  le^  C€is  où  un  corps  solide 
soumis  à  l'action  de  diverses  forces  s'appuie  par  un  OU 
plusieurs  points  contre  des  surfaces  fixes  données, 

60.  Supposons  d'abord  que  le  corps  solide  s'appuie 
par  un  seul  point  contre  une  surface.  Ce  point  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  sur- 
face ;  mais  il  pourra  se  mouvoir  dans  une  direction  quel- 
conque perpendiculaire  à  cette  normale;  et  de  plus, 
le  corps  pourra  tourner  autour  d'une  ligne  quelconque 
passant  par  le  point  dont  il  s'agit.  D'où  Ton  conclut 
que  Féquilibre  exige  :  1**  que  les  forces  appliquées  au 
corps  solide  puissent  se  réduire  à, une  résultante  uni- 
que; 2*  que  la  direction  de  cette  résultante  coïncide 
avec  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  menée  au 
point  d'appui.  Il  est  visible  d'ailleurs  que  le  sens  de 
l'action  de  la  résultante  doit  être  tel  qu'elle  tende  à 
appuyer  le  corps  contre  la  surface,  et  non  à  Yen 
écarter. 
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70»  Si  le  corps  solide  s'appuie  pat*  deux  points  contre 
une  surface ,  Téquilibre  subsistera  si  Ton  peut  faire 
coïncider  les  directions  des  deux  forces  auxquelles  les 
forces  proposées  peuvent  toujours  être  réduites,  avec 
les  deux  normales  à  la  surface  menées  aux  points 
d'appui»  Et  si  les  forces^  proposées  se  réduisent  à  une 
résultante  unique,  il  sera  nécessaire  que  tes  deux 
normales  soient  situées,  dans  un  ménîe  plan  ,  qui  con- 
tienne également  la  directicm  de  la  résultante,  et  se 
renccmtTfâût  en  un  point  qui  appartient  à  cette  direc- 
tion. Il  faut  d  ailleurs ,  comme  dans  le  cas  précédent , 
que  les  fortes  tendent  à  appuyer  le  corps  contre  la  sur- 
face, et  non  à  l'en  écarter. 

71.  Si  le  corps  solide  s'appuie  par  trois  points  contre 
tme surface,  on  doit  considérer  que  la  résistance  delà 
surface  équivaut  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  nor- 
males menées  aux  points  d'appui ,  et  auxquelles  on 
peut  attribuer  des  valeurs  quelconques  en  fixant  couve* 
naU^nent  le  sens  de  leur  action.  Si  l'on  peut  former 
avec  trois  semblables  forces  un  système  qui  détruise 
ccxmplétement  le  système  des  forces  proposées ,  l'équi- 
libre demandé  subsistera.  Par  conséquent ,  lorsque  les 
forces  proposées  se  réduisent  à  une  résultante  unique, 
l'équilibre  ne  peut  subsister  à  moins  que  les  trqis  nor- 
males k  la  surface  ne  se  coupent  en  un  même  point  situé 
sur  la  direction  de  cette  résultant;e ,  ou  à  moins  que 
ces  trois  normales  ne  soient  parallèles  entre  elles  et  à  la 
direction  de  la  résultante  ,  ces  quatre  lignes  étant  diri- 
gées dans  un  même  plan ,  et  la  direction  de  la  résul- 
tante étant  comprise  dans  l'intervalle  des  normales 
dont  il  s'agit. 
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V.  Centbes  de  gravité. 

• 

72.  Dans  les  applications  de  la  mécanique  aux  tra- 
vaux deé  arts ,  la  gravité  ou  la  force  qui  attire  tous 
les  corps  ^ers  le  centre  de  la  terre,  est  regardée  comme 
agissant  suivaHt  des  directions  parallèles  à  la  verticale , 
c'est-à-dire  à  la  direction  du  fil  à  plomb ,  ou  de  la  per- 
pendiculaire à  la  surface  des  eaux.  De  plus ,  cette  force 
est  supposée  constante,  c'est-à-dire  exerçant  toujours 
sur  chaque  partie  des  corps  une  action  dont  l'intensité 
est.  toujours  la  même.  En  effet ,  les  dimensions  des  corps 
qui  sont  Tobjet  de  nos  calculs ,  ou  les  espaces  qu'ils  par- 
courent dans  leurs  mouvements,  sont  ,en  général  trop 
petits  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  égard  au  chan^ 
gement  de  direction  de  la  gravité ,  ou  aux  variations 
que  subit  (comme  on  le  verra  dans  la  suite)  l'intjensité  de 
cette  force.  Ainsi  les  notions  présentées  dans  l'article 
précédent  s'appliquent  immédiatement  aux  actions 
exercées  par  la  gravité  sur  divers  corps,  ou  sur  les  par- 
ties d'un  même  corps. 

•  73.  Considérons  en  premier  lieu  un  système  formé 
de  plusieurs  points  matériels  pesants ,  assujettis  entre 
eux  d'une  manière  invariable.  Les  poids  respfectifs  de 
ces  points  .matériels  sont  autant  de  forces  verticales , .  et 
par  conséquent  parallèles  entre  elles,  par  lesquelles 
ils  sont  sollicités.  Si  nous  désignons  paî-  P  Tun  quelcon- 
que de  ces  poids,  et  par  x^y,  z  les  distances  du  point 
matériel  à  trois  plans  rectangulaires,  les  distances 
X,  Y,  Z  du  centre  des  forces  parallèles  aux  mêmes 
plans  seront  exprimées  d'après  le  n°  50  par  les  for- 
mules 
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Quand  il  s'agit  de  poids ,  le  centre  des  forces  parallèles 
prend  le  nom  de  centre  de  grav^ité.  Ainsi  les  expres- 
sions précédentes  présentent  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  plusieurs  points  matériels  pesants ,  ex- 
primées en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points  maté- 
riels ,  et  de  leurs  poids  respectifs. 

7&.  La  position  du  centre  de  gravité  relativement 
aux  parties  du  système  demeure  la  même ,  quelle  que 
soit  la  situation  du  système  dans  l'espace.  Ce  système 
serait  en  équilibre  si  le  centre  de  gravité  devenait  fixe. 
Les  poids  de  tous  les  points  matériels  sont  donc  soute- 
nus lorsque  Ton  soutient  le  centre  de  gravité,  comme 
si  toutes  les  parties  du  système  étaient  concentrées  dans 
ce  point. 

75.  Si  au  lieu  de  considérer  un  système  de  points 
matériels  pesants  on  considère  un  système  formé  de 
plusieurs  corps  solides  qui  ont  de  l'étendue ,  on  pourra 
lui  appliquer  les  formules  du  n^  73.  Les  coordonnées 
x^y,  z  appartiendront  respectivement  aux  centres  de 
gravité  de  chacun  de  ces  corps,  et  X,Y,Z  seront  les 
coordonnées  de  leur  centre  de  gravité  commun. 
'  76.  Les  mêmes  principes  s'appliquent  à  la  recherché 
du  centre  de  gravité  commun  des  parties  d'un  même 
corps.  En  général  un  corps  n'est  pas  homogène ,  en  sorte 
que  ses  parties  n'ont  pas  toutes  la  niéme  densité,  ou 
n'ont  pas  toutes  le  même  poids  sous  le  même  volume. 
Supposons  les  positions  des  divers  points  du  corps  rap- 
portées à  trois  plans  rectangulaires  au  moyeu  des  coor- 
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données  x^y.z.  Nous  désignerons  par  ^  le  poids  que 
les  parties  du  corps  présenteraient  sous  Tunité  de  vo- 
lume dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  or,  y,  z,  et 
par  P  le  poids  total  du  corps.  Le  poids  de  Télément  du 
volume  dx,dy,dz  qui  est  placé  dans  ce  point  sera  donc 
ei^primé  par  ^Zù^,dj.dz\  et  les  moments  de  ce  poids 
pria  par  rapport  aux  trois  axes  le  seront  respectivement 
par  *Zifx,dx.dy.dz  ^  rz^j.dx.dy,dz^  (^z,dx,dy.dz. 
Ainsi,  nommant  P  le  poids  total  du  corps ,  et  X,Y,Z  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité ,  nous  avons ,  confor* 
mément  aux  principes  exposés  dans  les  articles  XXVIII 
et  XXIX  des  Leçons  d'Analyse  , 

P  -ss^fdxfdyfdz.^nt^ , 
_  fdx.xjdyfdz^m^ 


Y  = 


P 

fdxfdy,yfdz.rZft 


P 

„      fdxfdyfdz.^^z 

z ^ 


La  quantité  *st  doit  être  donnée  et  exprûnée  en  fonc- 
tion des  coordonnées  x,  y,  z  :  on  substituera  sa  valeur 
dans  les  formules  précédentes.  La  figure  de  la  surface 
qui  termine  le  corps  doit  également  être  donnée  par 
une  équation  entre  Xy  y,  z.  Les  limites  des  intégrales 
commencent  et  finissent  aux  valeurs  de  chaque  coordon- 
née qui  appartiennent  aux  limites  du  corps.  Ainsi,  1°  Ton 
prendra  la  première  intégrale  par  rapport  à  z  entre 
les  valeurs  de  z  données  en  a?  et  j^  par  l'équation  de  la 
surface  qui  appartiennent  aux  deux  nappes  opposées 
entre  lesquelles  le  corps  est  compris  ;  2**  la  seconde  inté- 
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grale ,  par  rapport  à  /,  sera  prise  entre  la  plus  petite  . 
et  la  plus  grande  valeur  de^  que  donnera  l'équation  de 
la  surface  quand  on  y  fera  varier  z  seule ,  valeurs  qui 
seront  exprimées  en  a?  ;  la  troisième  intégrale ,  par  rap- 
port à  X  y  sera  prise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  x  qui  satisfassent  à  Téquation  de  la 
surface. 

Lorsque  les  corps  ne  sont  point  enveloppés  par  une 
surface  dont  la  nature  puisse  être  définie  par  une  seule 
équation,  on  décompose  alors  les  intégrales  définies 
en  plusieurs  parties  dont  on  calcule  séparément  les 
valeurs  en  se  conformant  à  ce  qui  vient  d'étr^ndiqué. 

.77.  Si  la  densité  est  uniforme ,  ^g^»  devient  un  facteur 
constant  qui  disparaît  dans  les  expressions  de  X,Y,Z. 
Ces  expressions  se  réduisent  alors  à 

Jdx.xjdyjdz         ^_fdxfdje^fdz 

fdxfdjrfdz.z 

Z= , 

A  désignant  le  volume  du  corps. 

78.  On  est  quelquefois  dans  le  cas  de  considérer  un 
corps  dont  une  dimension  est  fort  petite  ;  c'est  ce  qu'on 
appelle  chercher  le  centre  de  gravité  d*une^  surface. 
Supposons  cette  surface  donnée  par  une  équation  entre 
l'ordonnée  z  et  les  ahscisses  xy.  Soit'Z©^  la  valeur  du 
poids  de  la  surface  dans  le  point  dont  les  abscisses  sont 
vP,X»  pour  une  étendue  égale  à  l'unité  de  surface.  Le 
poids  de  l'élément  de  l'aire  de  la  surface  placé  au  même 
point  sera  exprimé  par 
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<» 


^V&)H%y*- 


Ainsi ,  nommant  comme  ci-dessus  P  le  poids  total  du 
corps ,  etX,  Y,  Z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité , 
nous  aurons 


et 


X  = 


Y  = 


p=/^/-^..Y/(£)V(|)'... 

/•^../4..^\/(^)V(|)V. 

p 

-, — ■ — — • 

/-^p^.^.\/(^)V(|>. 


On  doit  avant  les  intégrations  substituer  dans  les  for- 

dz    dz 
mules  pour  z,  -r-,  ^  leurs  valeurs  en  x,j,  données  par 

l'équation  connue  de  la  surface.  Les  limites  des  intégrales 
sont  déterminées  par  les  valeurs  des  cordonnées  x  ,y 
qui  correspondent  aux  limites  de  la  surface.  On  doit 
également  substituer  pour  ^z^  sa  valeur  en  fonction 
de  a:,  y. 

79.  Si  la  densité  ^st  uniforme  ,  on  a  simplement 
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+  1 


.r^.»y..V/(|)V(|)- 

A 


A 


z= Â i 

A  désignant  Taire  de  la  surface. 

80.  Enfin  Ton  peut  considérer  un  corps  dont  deux 
dimensions  seraient  très -petites  ,  ce  qu'on  appelle  cher- 
cher le  centre  de  gravité  d'une  ligne.  Nous  supposerons, 
en  général,  cette  ligne  donnée  par  deux  équations, 
Tune  entre  y  et  x ,  l'autre  entre  ^  et  a:  ;  et  nous  désigne- 
rons par'ZD'  la  valçur  du  poids  de  la  ligne,  pour  une  unité 
de  longueur,  qi^i  convient  au  pointdont  les  coordonnées 
sont  x^y,  z.  Le  poids  de  l'élément  de  la  ligne  placé  à  ce 
point  sera  ^__^ 

•   -^-v/- (^)"- (£)■■ 

Par  conséquent  P  représentant  le  poids  total  de  la  ligne, 
«tX,Y,Zles  coordonnées  du  centre  de  gravité,  nous 
aurons  *  * 

P=/^.V.t(g)v(è)-. 


x  = 


/^.^V^'-ID-Cs)' 
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Y=z 


Z=^ 


74.^v/'-(ë)v  (£)■ 


/^.^v" -©■-(£)■ 


La  valeur  dé^z^  ,  qui  doit  être  donnée  en  fonction  de  x, 

dy  dz 
et  celles  de  /,  ^»  3~»  j~  »  ^^i  1^  so^it  également,  doi- 
vent êlre  substituées  dans  ces  formules.  Les  intégrales 
sont  prises  entre  les  valeurs  de  x ,  qui  répondent  aux 
points  exfrémes  de  la  ligne  proposée. 

81  «  Si  les  poids  des  parties  égales  de  cette  lignHe 
sont  partout  les  mêmes,  les  expressions  de  X,  Y,  Z  de- 
viennent / 


Y  = 


/--\/'-(i)"-(£)"  - 


#= 


/-V-(l)Mè)" 


A  '  ' 

A  désignant  ici  la  loiigiieur  de  la  ligne.» 

82.  Il  convient  quelquefois  ,  pour  la  facilité  des  cal-, 
culs ,  de  rapporter  les  points  des  corps  à  d  autres  coor- 
données ,  mieux  appropriées  à  leur  figure  que  ne  le  sont 
les  coordonnées  rectangulaires.  On  ne  s'arrêtera  pas  à 
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détailler  les  formules  générales  que  Ton  peut  obtenir  de 
cette  manière  et  qui  sont  toujours  déduites  des  mêmes 
principes.  Quelquefois,  aussi,  la  figure  particulière 
des  corps  indique  sur-le-champ  un  mode  de  décompo- 
sition en  éléments  différentiels  par  le  moyen  duquel  une 
seule  opération  suffit  pour  délerminer  le  centre  de  gra- 
vité. On  reconnaît  immédiatement  que  si  un  corps  ho- 
mogène peut  être  partagé  en  parties  symétriques  par 
un  plan  ,  ou  plus  généralement  si  un  corps  quelconque 
peut  être  partagé  par  un  plan  vertical  eij  deux  parties 
dont  les  poids  se  feraient  réciproquement  équibbre  au- 
tour d'un  àxe  horizontal  placé  dans  ce  plan ,  lès  plans 
dont  il  s'agit  contiendront  nécessairement  le  centre  de 
gtavité  du  corps.  Cette  seule  considération  suffît  quel- 
quefois pour  faire  connaître  ce  point.  Souvent  elle  cêx 
réduit  la  recherche  à  celle  de  deux  ou  d'une  seule  coor- 
donnée. 

83.  Soit  par  exemple  un  solide  de  révolution  décrit 
autour  de  Taxe'des  x  par  une  courbe  dont  l'ordonnée j)^ 
est  donnée  en  fonction  de  Tabséisse  x.  Le  centre  de  gra*- 
vite  est  évidemment  placé  dans  l'axe  des  a:.  De  plus,  on 
peut  partager  immédiatemont  le  corps  en  éléments  diffé- 
rentiels compris  entre  des  plans  perpendiculaires  à  cet 
axe.  L'élément  difiérentiel  du  volume  sera  ttydx\  et 
par  conséquent  le  corps  étant  supposé  homogène ,  l'ab- 
scisse X  du  cenjre  de  gravité  du  volume  a  pour  ex- 
pression 

,    ^  fydx' 
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84.  L'élémeftit  difiérentiel  de   la    surface  du  même 
solide  est  

et  par  conséquent  Tabscisse  Xdu  centre  de  gravité  de  la 
surface  est 


X  = 


f-^^v^^y 


On  doit  substituer  dans  ces  formules  pour  j)^  et  —  leurs 

valeurs  en  x  données  par  l'équation  de  la  courbe  géné- 
ratrice. Les  limites  des  intégrales  répondent  aux  valeurs 
de  X  entre  lesquelles  sont  comprises  les  portions  du  solide 
que  Ton  considère. 

Un  calcul  semblable  pourrait  servir  à  déterminer  le 
centre  de  gravité  du  volume  ou  de  la  surface  d'un  seg- 
ment formé  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'un  des  axes  principaux,  puisque  le  centre  de  gra- 
vité dont  il  s'agit  serait  nécessairement  placé  dans  cet  axe. 

85.  Nous  appliquerons  les  notions  précédentes  aux  cas 
les  plus  simples. 

Le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite  supposée  char- 
gée de  poids  également  répartis  est  évidemment  au  mi- 
lieu de  sa  longueur. 

Considérons  un  arc  de  cerHe  AM  {fig,  17).  Soit  m  un 
point  quelconque  de  cet  arc^  «l'angle  compris  entre  le 
diamètre  AB  et  le  rayon  Cm  mené  à  ce  point ,  r  le  rayon 
de  l'arc.  L'élément  de  la  longueur  de  l'arc  placé  en  m  est 
rfiîw,  et  la  distance  Cp  estrcos,w.  Soit  de  plus  n  l'angle 
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Sotmé  avec  AÇ  par  le  rayoa  CM  mené  à  rextrémité  de 
Tare.  La  distance  X  du  centre  de  gravité  de  cet  arc  au 
centre  C  sera 


r' 


n/oA.rcos.o» 
X=-5 ou       X=r- 


ra        '  a 

Ainsi  le  poids  du  sinus  de  Tare  AM  {dacé  à  rextrémité 
opposée  B  du  diamètre  horizontal  AB  fcrait  itjuilibre 
autour  du  centre  G  au  poids  de  cet  are. 

La  valeur  précédente  de  X  donne  égtiemelit  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  de  Tare  MAN. 

86.  Soit  encore  un  arc  de  cycloïde  compté  du  som- 
met de  la  courbe.  On  a  trouvé,  dans  le  n*  325  des  le- 
çons if  analyse ,  pour  l'expression  de  la  longueur  de 
cetarc  '  . 

^=2j/2^      d'où      ds^djrX/—^ 

l'ordonnée  j"  étant  également  comptée  du  sommet  de  la 
courbe.  Ainsi ,  nous  aurons  pour  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  cet  are,  en  les  rapportant  au  même 
point 

X= : ,      ou      X  = ~ 

1= —■ — ,       ou       Y,=» . 

2V^2R^  2Ky 

G>mme  on  a 

&:^2xyy~ÂdxyPi 
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et  C^n  écrirant  2R--}^  au  1^  de  y  dans  l'équation  dif- 
^lîrentielle  de  là  cycloïde  qOi  est  donnée  n<>  178  des  Le- 

l/'âR— y  ' 
evns  d'analysé)  dx=dy  — — —  ;.il  vient 


î)onc 


Lft  distance  du  cenire  de  gravité  de  l'arc  au  sommet 
de  h  courbe  est  le  tiers  de  l'ordonnée  du  point  extrême 
de  cetar«. 

87.  Rreposons-nous  dé  trouver  le  centre  de  gravité 
de  Faire  d'un  triangle.  Soit  pris  pour  plus  de  simplicité 
l'origine  des  coordonnées  au  sommet ,  en  plaçant  les 
.  axesdem^nière  que  celui  des  y  soit  parallèle  à  la  base. 
J|lPEppciaûi»k&  directions  de)s  cotés  adjacents  doimées  par  * 
les  équations  y=^pXy  y^=qx  et  représentions  par  a  la  bau- 
ieiBr.  Les  formules  du  n®  79  se  réduisent  dans  le  cas 
d'une  aire  plane  à 

^_fdx,xfdx  y_f^^fdy.y 

A  '  A  ' 

et ,  puisque  les  intégrales  relatives   à  y  doivent   être    ' 
prises  depuis  jr=jpa:  ju^u'à  y^=^qx,   ces    formules 
doQiient  • 

l     dx.x^{q^p)  \     dx.^x-iq'^p') 


X=*'Y^ ,  Y  = 

3' 


1  '  1 

a*{q^p)  .  s  à'iq—p) 
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c'est-à-dire 

Le  centre  de  gravité  cherché  est  placé  aux  <bux  tiers 
à  compter  du  sommet  de  la  ligne  droite  menée  de  ce 
point  au  luilieti  de  la  base. 

On  parvient  à  ce  résultat  d'une  manière  plus  «impTe^ 
en  obsenrant  que  le  triangle  proposé  {leut  être  âéqiSiM 
posé  par  des  lignes  parallèles  à  la  base  en  éléments 
diflérenliels  dont  les  centres  de  graviti* se  •  tcouyent 
sur  la  droite  (jui  joint  son  milieu  au  sommet. opposé. 
L'aire  de  Télément  placé  à  la  distance  x  dé  l'origine  est 
dx,x{q — p)  ;  d'où  Ton  conclut 


r 


dx.  x*(q—p) 


X  =  -^~ =  f  a. 

Le  centre  de  gravité  d^une  figure  triangulaire  étant 
Coâiia,  on  détermine  aisément  d'après  le  n^  75  le  centre 
de  gravité  d'une  figure  quelconque  formée  par  des  lignes 
droites. 

88.  Soit  maintenant  le  serment  circulaire  MAN 
{fig.  17).  Il  suffira  de  considérer  sa  moitié  MAP,  et  de, 
chercher  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  moitié 
au  centre  C  par  la  seule  formule        ^. 

I  .;  ^ — 5^' 

En  conservant  les  dénominations  du  n^  85 ,  et  comp-  ' 
tant  les  x  du  point  G  ,  nous  avons  ici 

j:=r.cos.w  ,     rfj:=— rsin.w.rfw  ,    j^=rsin.w. 
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La  fojmule  précédoate  donne  donc  ici 


r^sin.'oj.cos.w.c^w 

-  r'(n — ^.acos^û) 


c'est-à-4ire 


X=-r 


3    il — sin.Xl.cos.a 


89.  A  regard  du  secteur  circulaire  CMAN ,  comme 
on  peut  îe  décomposer  en  éléments  différentiels  trian- 
gulaires qui  ont  tous  leurs  centres   de  gravité  placés 

2  I 

aux  -  du  rayon ,  on  reconnaît  que  la  distance  du  centre 

o 

de  gravité  de  ce  secteur  au  centre  C  est  donnée  par  la 

2 
foranule  du  n"*  85 ,  multipliée  parle  facteur-;  c'est-à-dire  • 

o 

.  que  cette  distance  a  pour  expression 

2    sin.ft 

* 

90.  Soit  une  pyramide  triangulaire  dont  le  sommet 
€st  placé  à  Torigine  des  coordonnées  rectangulaires , 
dont  deux  faces  sont  placées  dans  les  plans  dés  xy  et 
des  xz ,  et  dont  la  base  est  parallèle  a  a  plan  des  jz. 
pn  désignant  respectivement  par  y^px^  z=qx  les 
équations  de  deux-des  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet, 
l'équation  du  plan  qui  contient  la  fftce  correspondante  * 

sevdi  z^=qx — —y.  De  plus,  les  trois  côtés  de  la  base 

pourront  être  représentés  par  a  ^  pa  et  qa  ;  et  par 
conséquent    on  .  afttra   pour   le    volume  de  la   pyra- 


f 
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111 

mide  âPja^.-û,  ou  -rPi^^-  L^  formules  du  n'TT  don- 


neront  donc 

ici 
^= 

Y= 
Z= 

i: 

* 

f  dz 

- 

s: 

î 

■7^.. 

S. 

1  -, 

7 

dz.z 

c'est-à-dire ,  en  effectuant  les  opérations  indiquées , 

X=-«,       Y=4/'«,       ^=-^«5 

d'où  Ton  condut  que  le  centre  de  gravité  de  la  pyra- 
mide est  placé  aux  trois  quarts  de  la  ligne  menée  du 
sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base.         . 

On  parviendra  immédiatement  au  même  résultat  si 

Pon   observe  que  eette  ligne  contient  nécessairement 

tous  les  centrer  de*  gravité  des  élément»  différen1;iels 

P    que  Tcfla  formerait  en  coupant  la"  pyramide  par  dès 

plans  parallèles  à  la  base.  De  plus,  le  volume,  de  Télé- 

,      . -  '  '  •         ...      -  j^ 

ment  placé  à  la  distance  x  du  somifiet  est  -  pqx\dx. 


•*'  \ 
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T-»7^'^ 


>nc 


^  A^^^  .  \. 


x= 


••^?J 


Il  »   ^  -  a. 


iP9^ 


Ob  voii  égâlenieiit  que  le  résultat  dont  U  ^agU;  subsis^- 
terait  tors  même  que  la  pyramide  n'attriott^  point  deux 
4^  ses-JËtOGi  latérales  perpendîculaireâ  à  sa  base,  comme 
on  Ta  supposé;  et  qu'il  peut  être  étendu  au  cas  où  la 
baie  d#  la  pyramide  serait  un  polygone  d'une  figure 
4^uelconque. 

Gonnaissajft  le  centre  de  grarïté  J'ona  pfmaide 
triangulaire ,  on  pourra  d'à  il  leurs  déternùnar  It  «nire 
de  gravité  d'ik^  polyèdre  quelconque  à  faces  planes. 

91.  Les  formules  données  n^*  83  et  84  s'appli<{i3Lent 
fftcilement  à  la  détermiflailion  d£s  centres  de  gravité  du 
volume  et  de  lu  surfaeedu  segment  sphérigue.  Gonsidé-' 
roQs  en  premier  lieu  le  segment  décrit  par  la  révolution 
de  Tare  AM  {fig,  17)  autour  du  dyumiètre  AC,  Les  x 

citant  comptées  du  centre  C,  nous  avons^  =  J/r— jc* , 
r  désignant  le  rayon  de  la  sphère.* 
La  formule  du  n*^  88  donnera  donc  ici 


X= 


dx.x(T^^-x*) 


3  r*—  2Hx'+j:i      a 


4'2r3" 


4  2/^— 3r'j:-|- Jc' 


pour  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce  voltime  au 
centre  C,  .r  dést^anl  la  distance  CP.  En  retranchant  x, 
puis  posant  X     r^^f,  y  désignant  la  flèche  "AP,  on 


»..  -, 


♦  *  T: 
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trouve  pour  la  distance  du  centre  de  gravité^au  point  P, 
3      r* 
'    ■     *  Sr-/  • 

Eu  faisant  x=0  ouy==r  on  aura  la  distance  au  centre  ' 

3 
G  du  centre  de  gravité  de  la  semi-sph^ey  qu%est  -  r. 

92 .  A  l'égard  du  centre  de  gravité  de  la  surface  du 
même  segment  la  formule  du  n°  Sk  se  réduit  à 

r 

\  dx  X 

-.     X=— —  =-(r+x). 

•    y\ 

Le  centre  de  gravité  dont  il*  s'agit  est  donc  placé  au 
milieu  de  la  flèche  AP. 

93.  Enfin  quant  au  vol  urne  du  secteur  sphériquedécrit 
par  la  révolution  du  triangle  mixtiligne  CMA  {fig.  17) 
autour  du  diamètre  AC ,  on  en  connaîtra  directement  Je 
centre  de  gravité  en  observant  que  ce  secteur  peut 
être  décomposé  en  éléments  différentiels  formés  par  des* 
pyramides  ayant  leurs  sommets  en  C,  et  leurs  bases  à  la 
surface  convexe  du  segment.  Or,  d'après  le  n®  90  les 
centres  de  gravité  de  tous  ces  éléments  sont  plac^  sur 
la  surface  convexe  d'un  secteur  dont  Tamplitude  est 
égrie  à  celle  du  secteur  proposé,  mais  dont  le  rayon  est 
moindre  dans  le  rapport  de  3.  à  4.  Le  cenlre  de  gravité 

r-  de  cette  dernière  surface  convexe  est  donc:  le  centre  de 
gravité  cherché  du  volume  du  secteur.  On  en  conclut  que 
ce  centre  de  gravité  est  placé  à  la  distance 

?;{t-cos.û)      ••      'éS^h^f, 


Digitized  by  (JjOOQ IC 


_  72  -  • 

du  J)oint  P.  En  faisant  n= - ,  le  secteur  proposé  devient 

la  demi-sphère  :  ainsi  ce  résultat  s'accorde  avec  celui 
qui  a  été  énoncé  n**  91 . 

Usage  des  cotres  de  grat^fitépourT évaluation  des  aires 
et  des  volumes, 

94:  Considérons  une  ligne  quelconque  tracée  dans 
un  plan,  et  admettons  que  ce  plan  se  meuve  perpen- 
diculairement à  une  autre  ligne  quelconque  donnée, 
et  vienne  occuper  une  position  qui  s'écarte  infini- 
ment peu  de  sa  position  primitive.  Cela  posé,  re- 
présentons-nous l'élément  de  surface  décrit  daas  ce 
mouvement  par  la  première  ligne  ,  et  Télément  de  vo- 
lume décrit  par  Faire  que  cette  ligne  embrasse  sur  le 
plan.  Il  est  visible,  en  premier  lieu,  que  Taire  élémen- 
îinire  décrite  aura  pour  mesure  le  produit  de  la  lon- 
gueur de  la  ligne  géijératrice  p^r  l'espace  infiniment 
petit  dont  s'est  déplacé  son  centre  de  gravité.  En 
effet  cette  aire  est  égale  au  produit  de  la  longueur 
de  la  génératrice  par  l'espace  moyen  parcouru  par 
chacun  de  ses  points.  Or  le  calcul  qui  donnerait  cet 
espace  moyen  ne  diffère  pas  du  calcul  qui  doniierait  la 
distance  des  deux  positions  successives  du  centre  de 
gravité  de  la  ligne  courbe.  On  conclut  de  cette  remarque 
qu'ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  delà  génératrice, 
on  aura  Taire  de  la  surface  décrite  par  cette  ligne 
lorsque  le  plan  daus  lequel  elle  est  tracée  se  mouvra 
perpendiculairement  à  une  ligne  quelconque,  en  multi- 
pliant la  longueur  de  la  première  par  l'espace  qu'aura 
parcourut  son  centre  de  gravité. 
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•  95.  En  second  lieu  on  voit  également  que  le  volume 
élémentaire  décrit  par  l'aire  embrassée  par  la  ligne  en 
question  lorsque  le  plan  de  cette  aire  passe  d'une  po- 
sition à  une  autre  qui  s'écarte  infiniment  peu  delapre^ 
mière,'est  égal  au  produit  de  l'aire  par  l'espace  parcouru 
par  son  centre  de  gravité.  Eln  effet  ce  volume  est  égal 
b  l'aire  génératrice  multipliée  par  l'espace  moyen  par- 
couru par  chacun  de  ses  points.  Ainsi  le  volume  décrit 
par  cette  aire,  lorsque  son  plan  se  meut  perpendicu- 
lairement à  une  ligne  quelconque,  peut  s'évaluer  eç 
multipliant  l'aire  par  l'espace  parcouru  par  son  centre 
de  gravité. 

Ces  deux  propositions  s'appliquent  particulièrement 
à  l'évaluation  de  Faire  de  la  surface,  et  du  volume  des  so- 
lides de  révolution.  On  voit  que  ces  quantités  sont  con- 
nues aussitôt  que  Ton  a  déterminé  les  longueurs  et  les 
aires  des  couf  bes  méridiennes  et  la  position  de  leurs  cen- 
tres de  gravité.  Mais  on  reconnaît  facilement  que  les 
propositions  dont  il  s'agit  conviennent  seulement  aux 
cas  où  le  contour  formé  par  la  courbe  génératrice 
se  trouve  tout  entier  constamment  d'un  même  côté 
par  rapport  aux  lignes  droites  d'intersection  des 
positions  occupées  successivement  par  le  plan  de  cette 
courbe. 

VI.  Notions  fondamentales  de  la  dynamique. 

^96.  Cette  science ,  aussi  bien  que  la  statique ,  em- 
prunte à  l'observation  des  faits  naturels  plusieurs  notions 
fondamentales.  La  certitude  de  quelques-unes  de  ces 
notions  est  évidente.  Il  en  est  d'autres  dont-iln'est  pa*  , 
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aussi  facile  de  reconnaître  la  vérité ,  mais  à  Tégard  des- 
(juelles  il  ne  reste  aucun  doute,  lorsqu'on  s'est  assuré, 
après  des  comparaisons  multipliées,  que  lesconaéqnence» 
qui  s'en  déduisent  par  des  raisonnements  rigoureux 
sont  conformes  aux  phénomènes  que  la  nature  nous 
présente. 

97.  La  grai^itation  est  une  propriété  générale  des 
corps.  Tous  les  corps,  en  vertu  d'une  action  réciproque 
dont  nous  ignorons  entièrement  la  nature  et  le  principe, 
sont  attirés  vers  le  centre  de  la  terre  ;  et  la  terre  même 
et  les  planètes  sont  soumises  à  la  même  action ,  et  s'atti* 
rent  mutuellement.  L'esprit  pourrait  sans  doute ,  pat 
une  pure  abstraction ,  concevoir  les  corps  privés^le  la 
propriété  dont  il  s  agit  ;  mais  dans  la  réalité  elle  en  est 
inséparable.  Tout  corps  est  pesant  :  il  exerce,  pour 
s'approcher  de  la  terre ,  un  effort  qu'il  faut  détruire  si 
Ion  veut  maintenir  ce  corps  immobile.  Le  poids  des 
corps  est  la  mesure  de  cet  e^rU  On  évalue  les  divers 
poids  en  les  rapportant  à  un  poids  convenu  pris  pour 
unité. 

L'unité  de  poids  est  en  France  le  kilogramme  ;  c'est-à- 
dire  le  poids  d'un  décimètre  cube  d'eau  distillée ,  prise 
au  maximum  de  densité. 

98.  La  notion  de  la  masse  se  rapporte  à  la  quantité 
de  parties  matérielles  dont  on  regarde  chaque  corps 
comme  étant  composé.  Quand  on  compare  deux  corps 
homogènes  de  même  nature ,  par  exemple  deux  mor* 
ceaux  de  fer  ,  l'expérience  apprend  que  leurs  poids 
sont  proportionnels  à  leurs  volumes.  Les  quantités  de 
parties  matérielles  contenues  dans  chacun  sont  aussi 
évidemment  proportionnelles  aux,  volumes.  Ainsi,  la 
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xo^e  e^t  alors  nécessairement  proportionnelle  au  poid$« 
La  même  proposition  s'étend  à  tous  les  cas,  parce  que 
||^i4|g^]Çgardans  la  force  de  la  gravitaticm  comme  s'exer- 
çan.t^ég^l^ment  auf  toutes  les  parties  matérielles ,  et  l'ac- 
tion de  cette  force  sur  chaque  corps  comme  l'indice  et 
en  quelque  sorte  la  mesure  de  la  quantité  de  matière 
qui  les  constituent.  Les  corps ,  sous  le  rapport  dont  il 
9  agit ,  ne  diffèrent  pour  nous  que  par  les  diverses  quan^ 
tités  de  matière  qui  s'y  trouvent  contenues  sous  un  même 
volume  donné,  Ainsi  nous  admettons  ce  principe ,  qu'il 
faut  regarder  comme  une  définition,  que  la  masse  des 
corps  est  proportionnelle  a  leur  poids . 

L'éiraluation  numérique  des  masses  n'exige  pas 
l'établissement  d'une  unité  spéciale.  On  verra  plus 
loin  comment  cette  évaluation  résulte  de  l'emploi  d'au- 
tres unités. 

L'idée  'de  la  masse  est  inséparable  de  la  notion  du 
corps.  Les  recherches  de  i^sique  indiquent  Texistence 
dfe  quelques  agents  naturels  qui  produisent  des  impres- 
sions sur  nos  sens ,  et  qui  semblent  néanmoins  n'avoir 
pas  de  masse.  Ce  ne  sont  point ,  à  proprement  parler, 
des  corps ,  ou  du  moins  ce  ne  sqnt  point  des  corps  aux- 
quels les  théories  mécaniques  puissent  s'appliquer.  ^ 

99.  Tous  les  esprits  admettent  l'idée  du  temps  qui 
s'écoule  et  la  notion  des  grandeurs  rdatives  de  divets 
intervalles  de  temps  >  d'où  résulte ,  comme  une  consé- 
quence nécessaire ,  la  possibilité  de  mesurer  et  d'éva- 
luer le  temps  en  rapportant  chaque  intervalle  à  un  in- 
tervalle déterminé  pris  pour  unité.  Les  théories  qui  con- 
stituent la  dynamique  exigent  nécessairement  la  con- . 
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considéra ti<Hi  du  temps  regardé  comme  une  quantité 
mesurable. 

L'unité  de  temps,  qui  est  aujourd'hui  généralement 
adoptée ,    est    la  seconde   sexagésimale ,    c'est-àndire 

'^"36ÔÔ  ^^°®  lieure,  ou  le  ^^^^^  du  jour  moyen. 

100.  Le  mot  mou\^ement  Aoune  l'idée  d'un  phénomène 
qui  consiste  en  ce  qu'un  corps  matériel  se  déplace ,  et 
prend  ,  à  mesure  que  le  temps  s'écoule ,  des  situations 
différentes  dans  l'espace.  Un  corps  ne  passe  jamais  d'ulne 
position  à  une  autre  sans  occuper  successivement  toutes 
les  positions  intermédiaires.  Déplus,  il  s'écoule  toujours 
jm  certain  intervalle  de  temps  entre  l'instant  où  le^corps 
a- quitté  sa  première  position  et  Tinstant  où  ce  même 
corps  est  parvenu  à  sa  dernière  position.  La  suite  des 
positions  intermédiaires  des  divers  points  du  corps 
forme  des  lignes  droites  ou  courbes  que  l'on  peut  con- 
cevoir tracées  dans  l'espace.  Or  ces  lignes  peuvent  avoir 
été  décrites  dans  des  interval^s  de  temps  plus  ou  moins 
longs ,  d'où  résulte  la  notion  de  la  i^itesse,  La  vitesse  est 
le  rappofrt  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le* 
parcourir,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  Yespacejpar-- 
couru  dans  l'unité  de  temps. 

101.  On  peut  concevoir  le  mouvement  d'un  point 
sans  admettre  que  sa  vitesse  soit  constante  ou  uniforme. 
En  effet,  les  diverses  parties  d'une  ligne  qu'il  aura 
décrite  peuvent  avoir  été  parcourues  avec  des  vitesses 
difiérentes.  Lorsque  le  mouvement  d'un  corps  est  tel 
que  sa  vitesse  varie  continuellement  à  mesure  que  le 
temps  s'écoule  et  que  le  corps  occupe  de  nouvelles  situa- 
tions dans  l'espace ,  on  se  forme  l'idée  de  la  valeur  de 
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la  vitesse  dans  un: instant  déterminé,  en  concevant  qu'à 
cet  instant  cette. vitesse  devienne  constante,  et  voyant 
quel   espace    serait  alors    parcouru    dans  l'unité   de 
temps. 

Dans  le  langage  de  la  mécanique  on  appelle  quantité 
.  de  mouuement  d'un  corps  It  produit  de  sa  masse  par  sa 
uitesse  actuelle.' 

102.  On  a  dit  n""  97  que  la  gravitation  était  une  pro- 
priété générale  des  corps.  Une  autre  propriété,  non 
moins  générale ,  et  désignée  sous  le  nom  d'inertie,  con- 
siste en  ce  que  l'état  actuel  d'immobilité  ou  de  mouve- 
ment 'd'un  corps  n'est  jamais  altéré,  à  moins  qu'une 
cause  étrangère  n'agisse  sur  ce  corps.  Un  corps  en  repos, 
sur  lequel  aucune  cause  étrangère  n'agira ,  ou  qui  sera 
soumis  à  des  actions  opposées  qui  se  détruiront  réci- 
proquement ,  demeurera  éternellement  en  repos.  Si  ce 
même  corps  est  actuellement  en  mouvement ,  il  conser- 
vera éternellement  son  mouvement ,  c'estrà-dire  qu'il 
continuera  éternellement  à  se  mouvoir  dans  la  même 
direction  et  avec  la  même  vitesse,  parcourant  tou- 
jours en  ligne  droite  des  espaces  égaux  en  tem^s  égaux. 

L'inertie ,  ainsi  définie ,  doit  être  regardée  comme 
une  qualité  inhérente  à  la  matière ,  et  dont  l'existence 
nous  est  attestée  par  l'ensemble  des  phénomènes  natu- 
rels. La  notion  de  l'inertie  est  intimement  liée  à  la 
notion  de  la  masse.  Tout  assemblage  de  matière  qui 
gravite  et  quiia  de  la  masse  ne  peut  être  mis  en  mou- 
vement sans  présenter  à  cettemodification  une  résistance 
qui  doit  être  surmontée  par  une  force. 
,,  ^  103.  Nous  d.ésignons  en  effet  par  le  nom  de^rca  toute 
cause  qui  est  capable  de  mettre  en  mouvement    un 
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cqrps  matériel  imihdbile,  ou  d'altérer  le  mouvement 
actuel  d'un  tel  corps.  Or  le  mouvement  d'un  corps  con- 
siste, à  proprement  parler,  dans  ce  fait  qu'une  maàse 
d6nnée  se  déplace  actuellement  avec  une  vitesse  donnée. 
Lorsqu'il  compare  divers  mouvements  les  uns  aux  au- 
tres ,  on  se  représente  qu'un  mouvement  est  d'autant; 
plus  grand ,  1*  que  la  masse  qui  se  meut  est  plusgrande; 
^  ^e  la  vitesse  actuelle  de  cette  masse  esl  plus  grande. 
*Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  est  nommé  quan"*" 
tité  de  moui^ement  y  et  considéré  comme  la  mesure  du 
mçuvfsment.  D'après  cela  «  nous  jugeons  aussi^  de  la 
grandeur  relative  des  forces ,  c'est-à-dire  des  causes  pro- 
pres à  produire  ou  altérer  les  mouvements ,  d'après  lai 
grandeur  des  quantités  de  mouvement  qu'elle^  peuvent  , 
imprimer  ou  détruire. 

•  Ainsi ,  Ton  définit  une  force  en  disant  qu'elle  est  ca- 
pable d'imprimer  à  une  certaine  masse  telle  vitesse.  Et 
r<Hi  voit  que  les  forces  deviepnent  de  cette  manière  des 
quantités  mesurables  dont  les  valeurs  rolatives  sont  ex- 
primé^ par  des  nombres.  Le  nombre  qui  représente 
la  valenf  d'une  force  est  le  produit  d'une  masse  par 
la  vitesse  que  la  force  peut  imprimer  à  cette  masse. 

On  regarde  d'après  cela  comme  égales  deux  forces  qui 
auront  imprimé  respectivement  des  quantités  de  mou- 
vement telles  que  les  masses  seront  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  vitesses.  Or  cette  con- 
clusion s'accordera  effectivement  avec*  les  phénomènes 
naturels ,  car  Texpérience  apprend  non-seùlement  que 
des  masses  égales  qui  viennent  se  choquer  avec  desyi- 
tessM  égales  détruisent  réciproquement  leurs  mouve- 
ments,  mais  encore  que  lorsque  des  masses  inégales  vien- 
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nent  se  choquer  avec  des  vitesse^  en  raison  inverse  àe^ 
xnasses ,  les  mouvements  contraires  sont  aussi  complé-** 
tement  détruits.  De  plus,  on  s'assure  ijue  le  développe- 
ment d  un  même  ressort  imprime  toujours  aux  corps  deë 
vitesses  d^autant  plus  grandes  que  les  masses  sont  plus  ' 
petites.  7 

lOfc.  Pour  donner  une  connaissance  complète  de  la 
manière  dont  Jes  forcer  se  définissent  et  s'évaluent,! il 
neste  à  remarquer  que  laction  de  plusieurs  forces  natu- 
relles, celle  de  la  gravité^  par  exemple,  est  continue,. 
et  même  p^pétuelle.  Or,  un  corps  soumis  h  laçticm 
d'une  telle  force  tend  à  acquérir  une  vitesse  qui  s'ac- 
^oîtrait  sans  cesse.  Par  conséquent,  une  force  de  cette 
nature  ne  peut  être  définie  en  disant  seulëi3E|ent  qu'elle 
est  capable  d'imprimer  une  vitesse  donnée  à  une  masse 
donnée  ;  il  faut  nécessairement  introduire  d^s  la  défi-  • 
nition  la  considération  du  temps  pendant  lequel  l'action 
de  cette  force  s^exerce.  C'est  pourquoi  la  définition  pro-  - 
pre  des  forces  dont  il  s'agit  consiste  à  dire  qu^elles  sont 
capables  d'imprimer  telle  vitesse  à  une  masse  donnée 
dan3  un  temps  donné.  La   force  est   regardée  Tomme 
d'autant  plus  grande  que  la  masse   et  la  vitesse  sont  ' 
plus  grandes ,  et  que  le  temps  est  plus  petit.  La  valeur 
de  la  force  est  exprimée  par  le  nombre  qui  représente  le 
produit  de  la  masse  par  la  vitesse  imprimée  dans  l'unité 
de  temps. 

105.  La  gravie ,  c'est-à-dire  l'attraction  mutuelle  des 
corps ,  est  de  toutes  les  forces  existantes  celle  qui  produit 
les  phénomènes  les  plus  généraux  et  les  plus  importants, 
et  celle  dont  la  nature  et  les.eSets  sont  le  mieux  connus. 
La  nature  de  la  gravité ,  que  nous  considérons  ici  seu- 
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lemeut  dans  les  effets  qu'elle  prodmt  à  la  surface  de  la 
terre  (nous  la  considérerons  plus  tard  sous  un  point  de 
vne  plus  étendu  et  plus  exact),  consiste  :  1*  en  ce  qu'elle 
affecte  également  toutes  les  parties  matérielles ,  en  sorte 
qu'elle  imprime  à  tous  les  corps  identiquement  la  même 
vitesse  ;  2**  en  ce  que  son  action  continue  et  toujours 
égale  s'exerce  absolument  de  la  même  manière  quel  que 
soit  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  actuel  du  corps. 
Un  corps  soumis  à  l'action  de  la  gravité ,  soit  qu'il  parte 
du  repos ,  soit  qu'il  se  meuve  dans  une  direction  et  avec 
une  vitesse  quelconques,  acquerra  toujours  dans  l'unité 
de  temps  et  dans  la  direction  de  la  verticale  une  même 
vitesse,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  avec  laquelle  il  se 
meut  actuellement  augmentera  toujours  de  la  même 
quantité  dans  l'unité  de  temps.  L'accroissement  de  vi- 
tesse que  1%  gravité  imprime  aux  corps  est  à  Paris  dans 
une  seconde  sexagésimale  de  9"*, 80896.  Ce  nombre  étant 
assigné ,  la  force  dont  il  s'agit  est  définie. 
'  Ce  qui  vient  d'être  dit  doit  être  regardé  comme 
prouvé  par  l'observation  des  faits.  On  verra  plus 
tard  comment  s'établit  la  certitude  des  propositions 
énoncées. 

106.  Il  n'est  pas  difficile  de  concevoir,  d'après  ce  qui 
précède,  comment  s'expriment  en  nombres  les  valeurs 
relatives  des  masses  que  l'on  est  obligé  d'introduire 
dans  les  formules  de  la  dynamique.  Considérons  Faction 
delà  gravité  sur  un  même  corps  :  cette  action  peut  pro- 
duire deux  effets  entièrement  différents.  1°  Si  le  corps 
est  maintenu  immobile,  l'effet  produit  consiste  dans 
un  effort  o\x  pression  exercé  contre  l'obstacle ,  et  cette 
pression  est  mesurée  par  ce  qu'on  nomme  le  poids  du 
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€orp8,  que  nous  représenterons  par  P,  en  sorte  que  P 
désigne  un  nombre  de  kilogrammes.  2^  Si  au  contraire 
le  corps  cède  librement  à  Faction  de  la  gravité ,  il  ac- 
querra dans  l'unité  de  temps  la  vitesse  de  9™, 80896  par 
seconde  :  appelons  m  la  niasse  du  corps ,  et  g  cette  vi- 
tesse ,  g  désignant  un  nombre  de  mètres ,  ou  en  général 
d'unités  de  longueur;  le  produit  mg  représentera  la 
quantité  de  mouvement  que  la  gravité  fait  acquérir  au 
corps  dans  l'unité  de  temps  ,  et  d'après  ce  qui  a  été  dit 
no*  103  et  104,  ce  produit  devra  être  pris  pour  la  mesure 
de  la  force.  Or  cette  force ,  c'est-à-dire  cette  cause  iden- 
tique agissant  sur  un  corps,  produisant  des  effets  dif- 
férents suivant  que  ce  corps  est  libre  ou  retenu  par  un 
obstacle,  est  évidemment  dans  chaque  cas  mesurée  et 
évaluée  par  les  effets  produits.  Donc  le  nombre  P  ou  le 
nombre  mg  sont  également  propres  à  exprimer  la  valeur 
de  la  force  dont  il  s'agit  :  ces  deux  nombres  sont  donc 
nécessairement  proportionnels  l'un  à  l'autre.  On  peut 
même  écrire  "P^zmg,  parce  que  les  nombres  Pet ^  dépen- 
dent seuls  d'unités  convenues ,  c'est-à-dire  des  unités 
de  poids,  de  longueur  et  de  temps.  L'unité  de  masse 
demeure  arbitraire,  et  l'on  peut  toujours  la  supposer 
choisie  de  manière  à  ce  que  Téquation  précédente  sub- 
siste. 

On  déduit  de  cette  équation 

P 

m=  — : 

g 

le  noml»re  c(ui  exprime  la  masse  d'un  corps  est  donc  le 
quotient  du  poids  de  ce  corps  par  la  vitesse  que  la  gra- 
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vite  imprime  aux  corps  pesants  daiH  ^'uoité  de  tempâ. 
C'est  d'après  cette  proposition  que  les-formules  de  méca- 
nique doivent  être  interprétées. 

107.  Réciproquement,  si  l'on  a  appris  par  l'observa- 
tion  qu'un  corps  de  masse  m ,  mû  par  Faction  d'une 
force  quelconque ,  acquiert  dans  l'unité  de  temps  la  vi- 
tesse g-,  c'est-à-dire  que  la  quantité  de  mouvement  du 
corps  augmente  dansPunité  de  temps  de  la  quantité  n[ig, 
on  en  conclura  que  si  un  obstacle  quelconque  obligeait 
le  corps  à  conserver  sa  vitesse  actuelle  et  s'opposait  à 
l'accélération  de  mouvement  que  la  force  tend  à  pro- 
duire ,  il  serait  exercé  contre  cet  obstacle ,  dans  la  direc- 
tion de  k  force  ,  une  pression  représentée  numérique- 
ment par  le  produit  mg.  Ce  produit  est  la  mesure  du 
poids  du  corps ,  en  tant  que  ce  poids  est  le  résultat  de 
l'action  de  la  force  qui  imprimerait  aux  parties  maté- 
rielles la  vitesse  g  dans  Tunité  de  temps. 

L'exactitude  de  ces  dernières  notions  paraîtra  cer- 
taine si  l'on  observe  que  l'on  peut  vérifier  par  le  fait, 
en  se  transportant  dans  divers  lieux  de  la  terre,  que  la 
valeur  de  g  et  le  poids  des  corps  varient  dans  le  même 
rapport.  On  s'en  assurerait  en  employant  l'action  des 
poids  à  comprimer  des  ressorts. 

Les  théories  dynamiques  sont  fondées  sur  les  no- 
tions qui  viennent  d'être  exposées.  On  s'est  efforcé  de 
présenter  ces  notions  avec  clarté  et  exactitude  ;  mais  il 
n'est  peut-être  pas  possible  que  l'esprit  les  saisisse  com- 
plètement avant  d'en  avoir  connu  le  développement  et 
les  applications ,  et  surtout  qu'il  les  admette  avec  une 
entière  conviction  avant  que  Ton  soit  assuré  que  les 
résultats  qui  s'en  déduisent  présentent  une  image  fidèle 
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des  phénomènes  naturels  ,  et  nous  en  donnent  les  vé- 
ritables lois. 


VII.    MoUVEMEîfT    RECTILIGRE    DES    CORPS. 

108.  L  analyse  mathématique  donne  les  moyens  d'ex* 
primer  facilement  les  lois  des  phénomènes  qui  appartien- 
nent à  la  dynamique.  Dans  la  géométrie,  on  détermine 
communément  la  position  d'un  point  en  donnant  ses 
distances  x,  y^  z  a.  trois  plans  rectangulaires  supposés 
fixes.  Admettons  que  ce  point  soit  en  mouvement  et  oc- 
cupe successivement  diverses  situations  dans  l'espace  : 
les  distances  x,y,  z  seront  alors  des  quantités  Variables  , 
dont  les  valeurs  changent  à  mesure  que  le  temps  s'écoule, 
et  qui  sont  par  conséquent  des  fonctions  du  temps  t  qui 
s'est  écoulé  à  partir  d'un  instant  déterminé  pris  pour 
origine  du  temps.  Si  l'on  connaît  les  valeurs  de  x^y^  z 
en  fonction  de  (,  on  aura  les  moyens  de  déterminer  la 
position  du  point  à  un  instant  quelconque  ,  et  par  con 
séquent  la  nature  de  son  mouvement  sera  entièrement 
connue. 

109.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  un  point 
matériel  (c'est-à-dire  une  certaine  quantité  de  matière, 
une  masse  que  l'on  suppose  concentrée  dans  un  volume 
extrêmement  petit)  se  mouvrait  en  ligne  droite ,  ce  qui 
suppose  évidemment  que  la  force  qui  agit  sur  le  point 
matériel,  s'il  en  existe  une ,  est  dirigée  dans  le  sens  de 
cette  ligne  droite.  Il  suffit  alors ,  pour  déterminer  à  cha- 
que instant  la  position  du  point  matériel ,  de  prendre 
une  seule  coordonnée  x  comptée  à  partir  d'une  origine 
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Gxe  et  regardée  comme  une  fonction  du  temps  £.  Une 
équation  telle  que 

exprimera  la  nature  du  mouvement  :  x  représente  la 
distance  comptée  d'un  point  fixe ,  à  laquelle  le  corps  se 
trouve  à  la  fîu  du  temps  t ,  qui  est  la  variable  indépen- 
dante. 

Cela  posé ,  le  mouvement  afiecté  par  le  corps  ,  et  dont 
la  nature  est  exprimée  par  la  fonction  <p  (f),  est  un  résul- 
tat nécessaire  de  diverses  circonstances.  La  valeur  de  la 
distance  x  qui  correspond  à  un  temps  quelconque  t  dé- 
pend 1«  du  lieu  où  le  corps  était  placé  à  l'instant  où  Ton 
a  commencé  à  compter  le  temps  ;  2**  de  la  vitesse  qu'il 
avait  à  ce  même  instant;  3*  de  la  grandeur  de  la  forcç 
constante  ou  variable  avec  le  temps ,  par  laquelle  ce 
corps  a  été  sollicité  pendant  toute  la  durée  du  temps 
t.  Si  Ton  donnait  la  position  et  la  vitesse  initiales  du 
corps,  et  l'expression  en  fonction  du  temps  de  la  force 
qui  le  sollicite,  on  devrait  pouvoir  en  conclure  la  forme 
de  la  fonction  f(£).  Réciproquement  la  fonction  ff{t)  étant 
donnée ,  on  eu  conclura  la  valeur  de  la  vitesse  du  point 
matériel  au  bout  d'un  temps  quelconque ,  et  l'expression 
de  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  ce  pointé 

1**  Quant  à  la  vitesse  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t, 
on  se  rappellera  que  d'après  les  n"*  100  et  101  la  vitesse 
est  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à 
le  parcourir ,  ou  l'espace  parcouru  pendant  l'unité  de 
temps.  Désignant  par  u  un  certain  temps  écoulé  après 
le  temps  t,  et  par  AjîTespace  parcouru  pendant  ce  temps, 

le  rapport  —  représenterait  donc  la  vitesse  demandée 
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si  la  valeur  de  ce  rapport  était  constante  >  ou  si  ^x  était 
proportionnel  à  àt.  Or,  en  général,  la  valeur  du  rapport 
dont  il  s'agit  dépend  de  là  grandeur  absolue  de  l'ac- 
croissement  A£ ,  et  il  est  visible  que  l'on  ne  peut  attri- 
buer ici  aucune  valeur  finie  déterminée  à  cet  accroisse* 
ment  :  1^  parce  que  cette  valeur  serait  arbitraire; 
â*"  parce  que  ce  serait  faire  dépendre  la  détermination 
de  la  vitesse  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t  des  modifica- 
tions que  peut  subir  le  mouvement  du  point  matériel 
après  ce  temps.  Donc  Faccroissement  Àtdoit  être  supposé 
plus  petit  que  toute  grandeur  donnée,  ou  infiniment  pe- 
tit, c  est-à-dire  qu'on  doit  prendre  pour  l'expression 
de  la  vitesse  au4>out  du  temps  t  la  limite  dont  s'appro- 

che  la  quantité  — lorsque  At  tend  à  devenir  égal  à  zéro, 

limite  qui  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  difiéren- 

tiel-r-.  n  résulte  de  ces  considérations ,  tout  à  fait  sem- 
dt 

blables  à  celles  qui  ont  été  présentées  dans  les  n^'  5  et 

suivants  des  Leçons  d'analyse,  qu'en  désignant  par  u 

la  vitesse  du  point  matériel  qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t, 

l'équation  or = y  (0  entraîne  toujours  la  suivante 

dx  d,9(t) 

dt^  dt 

La  vitesse  est  donc  représentée  parle  coefficient  différen- 
tiel du  premier  ordre  de  l'expression  analytique  qui 
donne  l'espace  parcouru  au  bout  du  temps  t  en  fonction 
de  ce  temps. 

110.  2*» Quant  à  la  valeur  delà  force  par  laquelle  le 
corps  est  sollicité  au  bout  du  temps  t,  on  se  rappellera 
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également  que ,  d'après  les  not  iO(»  et  suiranta,  la  £arce 
qui  produit  ou  modifie  le  mouvement  d'un  c6rpft  est  me- 
surée par  la  quantité  de  mouvement  que  cette  force  im- 
prime dans  l'unité  de  temps ,  c'est-à-dire  par  le  produit 
de  la  masse  du  corps  multipliée  par  la  quantité  dont  la 
vitesse  de  cette  masse  s'accroît  dans  l'unité  de  temps. 
Soit  en  général  Af  un  certain  temps  écoulé  à  la  suite  du 
temps  ty  et  Att  l'accroissement  reçu  par  la  vitesse  u  pen- 
dant ce  temps.  Le  rapport  —  donnerait  donc  la  vitesse  ac-^ 

quise  dans  l'unité  de  temps  si  la  valeur  de  ce  rapport 
était  constante ,  ou  si  l'accroissement  au  était  propor^ 
tionnel  à  At.  Cette  proportionnalité  n'ayant  pas  lieu  asi 
général ,  les  mêmes  considérations  qui  ont  été  exposées 
dans  le  numéro  précédent  montrent  que  la  vitesse  ac- 
quise d^ns  l'unité  de  temps  doit  s'exprimer  par  la  limite 

Aa 
vers  laquelle  tend—  lorsque  M  devient  de  plus  en  plus 

petit ,  c'est-à-dire  par  le  coefficient  différentiel  ^-.On  en 
conclut  donc  que  l'on  a 

du^d'x     d*.(f{t) 

pour  l'expression  de  la  vitesse  que  la  force  par  laquelle 
le  point  matériel  est  sollicité  à  la  fin  du  temps  t  imprime 
à  ce  point  matériel  dans  l'unité  de  temps.  Ainsi  cette 
vitesse  est  représentée  par  le  coefficient  différentiel  du 
premierordre.de  l'expression  de  la  vitesse  du  point  ma- 
tériel en  fonction  du  temps  ,  ou  par  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre  de  l'expression  de  l'espace  par- 
couru en  fonction  du  temps. 
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Si  la  masse  au  point  matériel  est  désignée  par  m ,  la 
quantité  de  moui^iemestacquisepar  ce  point  dans  Tuoi  té 
de  temps  sera  donc 

du  d'à:         ^.?(0 

dt  dû  dû 

et  par  coûséc|uent  ces  expressions  donnent  en  unités  de 
poids ,  d'après  le  n°  107,  l'effort  exercé  contre  le  point 
matériel ,  à  la  fin  du  temps  t ,  par  la  force  qui  le  sol- 
licite. 

111.  Nous  considérerons  d'abord  les  formes  les  plus 
simples  que  puisse  prendre  1  équation  a:  =  r(0.  Soit  en 
premier  lieu 

dx  d^x 

x=ia'{^bty     d'où     — -  =  6,     -B—  =  0, 
dt         ^      dt  ' 

aei  b  désignant  des  constantes.  Il  est  visible  ,  1**  que  la 
constante  a  représente  la  distance  à  laquelle  le  point 
matériel  se  trouve  de  l'origine  des  x  à  l'instant  où  l'on 
commence  à  compter  le  temps  ;  â"*  que  le  point  maté- 
riel parcourt  des  espaces  égaux  en  temps  égaux  ,  c'est-à- 
dire  se  meut  d'un  mouvement  uniforme ,  dont  la  vitesse 
est  représentée  par  la  constante  b  ;  3"  que  le  point  ma- 
tériel n'est  sollicité  par  aucune  force.  11  se  meut  par 
l'effet  de  la  vitesse  qui  lui  avait  été  imprimée  avant  l'in- 
stant où  l'on  commence  à  compter  le  temps ,  et  ce  mou- 
vement se  conserve  sans  altération. 

L'équation  précédente  est  ce  que  l'on  nomme  l'équa- 
tion du  mouvement  uniforme. 

112.  Soit  encore 

dx  dfX 

x^a^bt-{<l%     d*où    —  =  Z;4-2c^,       —=2c, 
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a,  i,  c  désignant  des  constantes.  On  voit  ici  l""  que  la 
constante  a  représente  comme  ci-dessus  la  distance  ini- 
tiale du  point  matériel,  à  l'origine  des  x;  2*»  que  la 
constante  b  représente  la  valeur  initiale  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel  ;  que  cette  vitesse  croit  propor- 
tionnellement au  temps ,  et  qu  elle  reçoit  dans  chaque 
unité  de  temps  un  accroissement  égal  à  2c  ;  3**  que  lé 
point  matériel  est  sollicité  par  une  force,  dont  l'action 
est  invariable  et  lui  imprime  dans  l'unité  de  temps  ime 
vitesse  égale  au  double  de  la  constante  c.  Si  l'on  désigne 
par  m  la  masse  du  point  matériel ,  cette  force  exerce 
constamment  contre  ce  point  un  effort  exprimé  en  uni- 
tés de  poids  par  2mc. 

Le  mouvement  représenté  par  Téquation  précédente 
est  appelé  mou^^ement  uniformément  accéléré  y  parce 
que  la  vitesse  croit  avec  le  temps,  et  crott  de  quantités 
égales  en  temps  égaux.  ^Vous  supposons  ici  les  constan- 
tes b  et  c  positives. 

113.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment 
l'équation  x=<f{t)  exprime  la  nature  du  mouvement  reo- 
tiligne  d'un  corps ,  et  fait  connaître  les  principales  cir- 
constances de  ce  mouvement ,  telles  que  la  vitesse  du 
corps  à  un  instant  donné ,  la  valeur  à  un  instant  donné 
de  la  force  par  laquelle  le  corps  est  sollicité ,  et  l'état 
initial  de  ce  corps ,  c'est-à-dire  sa  position  et  sa  vitesse 
à  l'origine  du  mouvement*  Réciproquement  on  conçoit 
que  si  l'on  donnait  la  valeur  de  la  force  qui  sollicite  le 
corps  en  fonction  du  temps  t ,  c  est-à-dire  le  coefficient 
différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  or  ==/(f),  une 
première  intégration  ferait  connaître  l'expression  de  la 
vitesse  u  en  fonction  de  f ,  ou  le  coefficient  différentiel 
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du  premier  ordre  de  cette  fonction  ;  et  une  seconde  in- 
tégration donnerait  l'expression  de  la  fonction  elle- 
même.  Les  constantes  introduites  par' ces  intégrations 
se  détermineraient  évidemment  d'après  la  considération 
de  Fétat  initial  du  corps.  Mais  le  plus  souvent  y  dans  les 
questions  naturelles ,  Texpression  des  forces  qui  sollici- 
tent les  corps  n'est  pas  donnée  en  fonction  du  temps  : 
les  valeurs  de  ces  forces  dépendent  de  la  position  actuelle 
des  corps,  ou  de  leurs  vitesses  actuelles,  ce  qui  peut 
rendre  difficile  la  recherche  des  mouvements  qui  résul- 
tent de  l'action  de  forces  données. 

Mouvement  rectiligne  d'un  corps  produit  par  V action 
de  la  gravité, 

ilk.  Il  résulte  des  notions  présentées  dans  les  n^  103, 
10&  et  105,  que  la  nature  d'une  force  telle  que  la  gra- 
vité consiste  en  ce  qu'elle  imprime  toujoursx  aux  corps 
qui  cèdent  à  son  action ,  dans  chaque  partie  égale  de 
temps ,  une  partie  égale  de  vitesse.  On  définira  donc 
la  pâture  du  mouvement  résultant  de  l'action  de  cette 
force  en  exprimant  simplement  que  la^  vitesse  croît  égale- 
ment en  temps  égaux.  Or  cette  circonstance  est  indiquée 
par  l'équation 

X  =  a+bt+ct 

du  n?  112,  puisqu'on  a  vu  que  dans  le  mouvement 
qu'elle  représente  la  vitesse  croissait  de  la  quantité 
constante  2c  dans  l'unité  de  temps.  Donc  l'équation  pré- 
cédente est  propre  à  représenter  la  nature  du  mouve- 
ment des  corps  qui  cèdent  librement  à  la  gravité.  L'ob- 
servation apprend  effectivement  que  les  propriétés  du 
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mouvement  des  corps  graves  sont  conformes  à  ce  qui  est 
énoncé  n""  112. 

De  plus,  si,  comme  cel«i  est  d'usage,  on  désigne  par 
la  lettre  g  la  vitesse  9*", 80896  par  seconde  que  la  gravité 
imprime  aux  corps  pesants  en  une  seconde  à  Paris ,  il  est 

clair  qu'il  faudra  faire  2c=g:,  ou  c  =  -g'  ;  en  sorte  qu'en 
écrivant 

on  aura  l'expression  exacte  du  mouvement  des  corps 
graves  :  x  est  une  abscisse  comptée  verticalement  de  haut 
en  bas  à  partir  d'un  point  fixe  ;  a  est  la  distance  de  ce 
corps  à  ce  point  fixe  à  l'instant  d'où  l'on  commence  à 
compter  le  temps  ;  h  est  la  vitesse  du  corps  à  ce  même 
instant ,  c'est-à-dire  la  vitesse  initiale. 

115.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  le  corps  «st 
placé  à  l'origine  des  a:,  et  n'a  point  de  vitesse  initiale 
lorsqu'il  commence  à  se  mouvoir  en  cédant  à  l'action  de 
la  gravité.  On  a  alors  simplement 

et  si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  acquise  parle  corps  au 
bout  du  temps  t ,  on  aura  de  plus 

dx 

dt      ® 

JLes  espaces  parcourus ,  représentés  par  x ,  croissent 
comme  le  quarré  du  temps.  La  vitesse  croît  propor- 
tionnellement au  temps.  On  déduit  des  équations  pré- 
cédpî)**** 
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a* 

Un  corps  après  être  tombé  de  la  hauteur  x  a  donc  acquis 
la  yitesse  |/2gr.ar.  Ce  résultat  s'exprime  communément 
en  disant  que  In  i^itesse  due  à  la  hauteur  x  est  égale 

à  \/^g.x.  Réciproquement  on  dit  que  la  hauteur — ,dont 

le  corps  doit  être  tombé  pour  avoir  acquis  la  vitesse  u , 
est  la  hauteur  due  à  la  uitesse  u.  La  considération  des 
vitesses  dues  aux  hauteurs  et  des  hauteurs  dues  aux 
vitesses  revient  fréquemment  dans  les  applications  de 
la  mécanique,  et  particulièrement  dans  Phydraulique. 
On  a  calculé  des  tables  de  leurs  valeurs  correspon- 
dantes. 

L'espace  parcouru  dans  la  première  unité  de  temps 

est  -  g^  ;  et  comme  g  représente  la  vitesse  que  la  force 

imprime  dans  Tunité  de  temps  ,  on  voit  que  l'espace 
dont  il  s'agit  est  représenté  par  la  moitié  du  nombre 
qui  représente  cette  vitesse.  En  général ,  si ,  après  un 
temps  quelconque  t ,  le  mouvement  du  corps  deve- 
nait uniforme,  ce  corps  parcourrait  ensuite  dans  un 
temps  égal  u  tnn  espace  dcmble  de  celui  qu'il  avait  dijà 
parcouru. 

116.  Dans  l'équation  précédente 


les  constantes  a,  b^  g  ont  été  supposées  positives.  En 
général ,  le  signe  de  a  dépendra  de  la  position  du  point 
matériel  par  rapport  à  l'origine  des  x  à  l'instant  où  l'on 
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commence  à  compter  le  temps  ;  on  le  fera  négatif  si  cette 
position  est  en  arrière  de  l'origine.  Le  signe  de  b  dépend 
de  la  direction  du  mouvement  initial  du  corps  ;  on  le 
ferait  négatif  si  ce  mouvement  était  dirigé  de  manière 
à  diminuer  l'abscisse  x.  Enfin  on  doit  donner  à  ^  le  si- 
gne +  lorsque  l'abscisse  x  est  comptée  de  haut  en  bas , 
c'est-à-4ire  dans  le  sens  du  mouvement  que  la  gravité 
tend  à  imprimer.  On  lui  donnerait  le  signe  —  dans  Iç 
cas  contraire. 

On  voit  par  là  que  l'équation 

qui  donne  pour  l'expression  delà  vitesse 
dx 

représente  le  mouvement  d'un  corps  grave  qui  serait 
lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  b.  L'action  de  la 
gravité  diminue  progressivement  la  vitesse  du  corps  : 

cette  vitesse  devient  nulle  après  un  temps  — ,  et  l'espace 

qui  a  été  parcouru  verticalement  de  bas  en  haut  est 

alors ,  c'est-à-dire  la  hauteur  due  à  la  vitesse  b  ; 

d'où  Ton  voit  que  le  corps  monte  contre  la  direction  de 
lar  gravité  précisément  à  la  hauteur  dont  il  aurait  dû 
descendre  pour  acquérir  sa  vitesse  initiale.  Parvenu  à  ce 
point ,  le  corps  redescend ,  et  son  mouvement  s'accélère 
uniformément. 
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Mouvement  rectiUgne  dun  corps  graine ,  dans  le  cas  oà  ce 
mouvement  est  altéré  par  une  résistance, 

117.  Les  numéros  précédents  font  connattrela  nature 
du  mouvement  d'un  corps  qui  céderait  sans  aucun 
obstacle  à  l'action  de  la  gravité.  Dans  la  réalité  »  la  chute 
des  corps  ne  s'opère  pas  d'une  manière  exactement  con- 
forme aux  résultats  qui  ont  été  présentés ,  parce  que  la 
résistance  des  fluides  dans  lesquels  les  corps  se  meuvent , 
ou  d'autres  obstacles,  altèrent  le  mouvement  que  la 
gravité  tend  à  imprimer. 

Revenons  aux  notions  présentées  n®*  105  et  106.  Soit 
m  la  masse  d'un  corps.  L'action  de  la  gravité  sur  ce  corps 
est  représentée  par  le  poids  mg.  Cette  action  est  abso- 
lument pareille  à  celle  d'une  main  qui  suivrait  le  corps 
en  le  poussant  par  l'intermédiaire  d'un  ressort ,  ce  res- 
sort étant  continuellement  comprimé  comme  il  le  serait 
par  le  poids  mg.  C'est  cette  même  action  qui  surmonte 
la  résistance  que  l'inertie  du  corps  oppose  à  la  variation 
de  son  mouvement ,  et  qui  fait  augmenter  constamment 
la  vitesse  de  ce  corps  de  la  quantité  g  dans  l'unité  de 
temps.  Si  Faction  dont  il  s'agit  venait  à  cesser,  ou  si  elle 
était  détruite  par  une  action  égale  dirigée  en  sens  con- 
traire, la  vitesse  du  corps  n'augmenterait  plus  ,  et  son 
mouvement  deviendrait  uniforme. 

118.  Les  résistances  qui  altèrent  le  mouvement  des 
corps  graves  produisentabsolument  le  même  effet  qu'une 
main  qui  agirait  sur  le  corps ,  par  l'intermédiaire  d'un 
ressort ,  dans  une  direction  exactement  contraire  à  celle 
du  mouvement.  Soit  donc  F  la  valeur  en  unités  de  poids 
de  l'effort  provenant  de  la  résista  nce ,  c'est-à-dire  de 
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Teffort  avec  lequel  le  ressort  dont  on  vient  de  parler  se 
trouverait  comprimé.  Le  corps  poussé  par  la  gravité  avec 
Fefîort  mg ,  repoussé  en  sens  contraire  avec  Teffort  F, 
est  dans  le  même  cas  que  s'il  était  seulement  poussé 
dans  le  sens  de  la  gravité  avec  l'effort  rhg — F.  D'où  il 
suit  que  ce  corps  n  acquerra  plus  dans  l'unité  de  temps 

Yflg F  p 

la  vitesse  g ,  mais  seulement  la  vitesse  — ,  ou  g . 

*^  mm 

D'après  cela ,  en  se  rapportant  au  no  109  et  suivants, 

désignant  par  x  l'espace  parcouru  au  bout  du  temps  t, 

par  u  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps,  en  sorte 

djc  ,         ' .  . 

que  u  =5=  -j-,  on  voit  que  le  mouvement  au  corps  est  assu- 

j  etti  à  la  condition 

de  '^'di'^^^  m 

Lorsque  la  valeur  de  la  résistance  F  sera  donnée ,  au^i 
bien  que  Tétat  initial  du  corps,  on  pourra  toujours 
déduire  de  cette  équation  la  nature  du  mouvement. 

Dans  les  cas  natui^ls ,  l'effort  de  la  résistance ,  désigné 
ci-dessus  par  F,  dépend  le  plus  souvent  de  la  valeur  de 
la  vitesse  actuelle  u ,  et  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  déterminée  de  cette  vitesse.  On  écrira  donc  ?(i£)  à 
la  place  de  F,  et  par  conséquent 

du  1 


d'où 

dl=^^ 


du  ,„/  du 


s--^u) 


Z et        /=  T" 
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en  désignant  par  U  la  vitesse  initiale  du  corps.  La  rela- 
tion entre  u  et  ^  étant  ainsi  obtenue ,  on  déterminera 
ensuite  l'expression  de  x  en  fonction  de  t  en  mettant  à 
la  place  de  u  sa  valeur  en  t  dans  l'équation 


dx^=^  a.dt^  qui  donne 


et  quelquefois  il  sera  plus  facile  de  déterminer  x  en 
fonction  de  u,  en  mettant  à  la  place  de  dt  sa  valeur  en 
u  et  du  dans  la  même  équation ,  ce  qui  donne 


,            u.da  ru        u,du 

dx=^ — ,        et      jc  = 

m  fft 


ru        u,du 


Après  l'intégration  on  substituera  si  l'on  veut  à  la  place 
de  u  sa  valeur  en  t. 

119.  Nous  considérerons  les  formes  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  admettre  pour  la  fonction  ©  (m)  . 

Le  premier  cas  est  celui  où  l'on  poserait  «p  (m)  =A,  la 
lettre  A  désignant  une  constante ,  ce  qui  revient  à  dire 
que  la  résistance  consiste  dans  un  effort  constant  v,  indé* 
pendant  de  la  vitesse  du  corps ,  et  dont  la  valeur  en 
poids  est  A.  Le  mouvement  est  alors  conforme  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  les  n«"  114  et  115,  pourvu  que  l'on 

substitue  à  la  place  dé  g  la  quantité  g- .  Ce  mouve- 
ment est  toujours  uniformément  accéléré;  mais  l'accé- 
lération est  moins  rapide,  et  d'autant  moins  que  la 
masse  du  corps  est  plus  petite. 

120.  Le  second  cas  est  celui  où  l'on  poserait (p(u)=A+BK, 
l'effort  de  la  résistance  étant  censé  formé  de  deux  parties, 
l'une  constante  et  l'autre  proportionnelle  à  la  vitesse. 
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On  aurait  alors 

du 


dt^ 


A_B 

772  m 


dont  l'intégrale  est 

m    ,/        A      B    \ 

Désignant  pat  U  la  vitesse  initiale,  et  par  conséquent 
déterminant  la  constante  de  manière  que  u  =  U  quand 
t  =  0,  il  vient 

_m     mg — A — BU 
,         B  '  mg — A — Btt  * 

équation  d'où  Fou  tire 

e  désignant  la  base  des  logarithnues  hyperlndiques.  La 

vitesse  s'approche  sans  cesse  de  la  limite         — ,  qu'elle 

n'atteindrait  rigoureusement  qu'après  un  temps  infini, 
mais  dont  elle  diffère  très^peu  après  un  temps  d'autant 
plus  court  que  la  masse  m  est  plus  petite.  Le  mouve- 
ment du  corps  s'approche  donc  sans  cesse ,  et  bientôt 
ne  diffère  plus  sensiblement  d'un  mouvement  uniforme 

dans  lequel  l'espace — ^ —  est  parcouru  dans  l'unité  de 

temps.  On  a  alors  mg-srA+Bu,  c'est-à-dire  que  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  corps. 
Ou  a  d'ailleurs 
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et  en  intégrant  et  dëtermin^t  la  constante  de  manière 


que  qpz=iO  quand  «  =5r  d, 


B 


pour  l'expression  de    l'espace  parcouru   au  bout    du 
temps  t.  * 

121.  Supposons  encore  Q)(tt)  =  A^-Bw+Ca',  ce  qui  re- 
vient à  regarder  -fa  résistance   comme  étant  formée  de 
trois  parties ,  l'une  constante,  la  seconde  proportionnelle 
à  la  vitesse ,  la  troisième  proportionnelle  au  quarré  de  . 
la  vitesse.  On  aura 

du  m,du 


dt= 


A      B*   '  C       ""  .     ^       ^ 

fi"—» u 1/'**     mff — A — DU — Ca^ 


dont  Tii^égrale,  {jng — A  étant  supposé  positif) ,  est 


m  ,l/B'+4C(/ng'— AJ^(B+ôCtt) 

|XB''-4-4C(m^— A)    K  B'+4C(/?2^— A)^B4-2Gw)     . 

et  déterminaiit  Ifi  constante  de  manrèreqye  Ion  ait  m=U 
quand  «=0,  '•  . 

m:  ' 


/  =  - 


{ 


l/F+4C(mg-— A) 

►^B'-f4C(mg— A)4-CBf2Cu)    |/B'-f4C(A7?g--~AK(B4-2CU) ■  ^ 
|/'B^+4C(mg^— A)— (B4-2Ck)    |/'B:-f4<^(/ng"-A)+  (B+2CtJ) 


Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  u  fera  ccmnaî- 
tre  la  vitesse  en  fonction  du  temps  f.  On  pourrait  ensuite 
dérerminer  x  en  fonction  de  t  comme  on  l'a  fait  dans  le 
numéro  précédent. 
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12â.  Nous  appliquerons  la  solution  auoas  où  Ton  au- 
rait A=0  et  B  =  0  ,,  cest-à-dirç  où  îa  résistance  «erait 
simplement  supposée  proportionnelle  au  quarré  de  la 
vitesse  ,  hypottièse  qui  diffère  peu  de  la  vérité  lorsqu'il 
s'agit  d'un  corps  grave  '  tombant  dans,  un  fluide  tel  que 
Tair  ou  Fcau.  Les  expressioas  précédentes  se  réduisent 
a4ors  à  *  . 

m,  du 


dt=- 


mg- 


— Ctt'' 


-  2  V  ^^ 


V     ^g V     rng 

V    m^         V   ^ 


^g 
"^gj 

et  Ion  déduit  de  cette dismière- 

La  vitesse  dontU  représente  la  valeur  initiale  ,  s'appro- 
che'continuellement  de  la  limite  V --^  qu'elle  ne  pour- 

L 

rait  atteindre  rigoureusement  qu'après  un  temps  infini , 
mais  dont  elle  ne  diffère  pas  sensiblement  après  un  temps 
limité ,  et  d'autant  plus  court  que  la  masse  m  est  plus 
petite.  On  a  alors  Ci£'*==m^;.  c'est- à-dîre  que  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  corps.  Ce  mouvement  a  le 
même  caractère  que  celui  du  n**  120. 
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L'é^uatioir  dx = uât  double  ici ,  en  mettant  pour  dt  sa 
râleur  M  {<, 

u,du, 


dx^= 


m 


m 


et  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  manière 
quex=sO  quand  M  =  U, 

2C'  .C  • 

1 — a  — 

mg 

Si  Ton  substitue  dans  cette  eicpression  pour  u  sa  valeur 
pnéeédiente  en  t^  il  viendra 

'((-\/4>'*^'<'-VS)""'"i- 

123.  Si  Ton  supposait  nulle  la  vitesse  initiale  désignée 
{>ar  U,  ou  aurait  simplemeilt 

e  77^  +1 


fâ 


et 


ou  bien 


2C      V  n^rJ-^ 


mg^ 


,v^ 


•  ^-ix^'^-^yV^-'] 
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etloreoue  le  temps  t  aura  acquis  une  certaine  valeur, 
cette  dernière  formule  nediHérera  pas  sensiblement  de 

124..'  Tout  ce  qui  a  été  dit  depuis  le  n**  117  se  rapporte 
au  cas  d'un  corps  pesant  qui  tombe  en  cédant  à  l'action 
de  la  gravité^  et  au  mouvement  duquel  est  opposée  Une 
résistance  dirigée  en  sens  contraire  "de  cette  action.  Si 
Ion  considérait  le  cas  d'un  corps  qui  aurait  été  lancé  ver- 
ticalement de  bas  en  haut ,  la  résistance  serait  alors  di- 
rigée Mans  le  même- sens  que  Ja  gravité,  et  il  faudrait 
changer  dans  les  formules  les  signes  des  termes  quirepré* 
sentent  la  valeur  de  cette  résistance. 
'  Dans  le  cas  du  n»  120 ,  il  viendrait  alors  ,  les.  x  étant 
comptées  maintenant  de  bas  en  haut, 

du 


dt^- 


A     B 

mm 


{ 


~B  ■  •./;^p+-A+Bm  ' 

^^      B    )  *^  T"' 

B 


-=g("+=^^)(<-«  ")-^ 


t. 


La  vitesse  diminue  progressivement ,  et  devient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est  » 

m    ^+A+BU  » 
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425'.  Daos  le  cas  du  iiM22 ,  où  la  résisteifit  lest  .sim- 
plement proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse ,  on  a , 
les  X  étant  comptées  de  bas  en  haut , 

m.du  jv     ' 

mg+Cu         • 
dont  l'intégrale  est 


et  en  appelant  U  la  vitesse  initiale, 

On  en  déduit  "    * 

La  vitesse  diminue  progressivemàit ,  et  dervient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est 

.'  \     /"^ .  '     tt\    /^ 

.   \  /    --,  arctang.  U\/    — • 

On  a  ensuite  pour  déterminer  Tespce  parcouru , 

u,du 

•  -  -  f+^"' 

^  ^     m 

d'où  Ton  déduit  .       » 

La  hauteur  à  laquelle  s'élève  1q  mobile  e&t 
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En  mettant  à  la  place  de  u  sa  valeur,  on  trouve  pour 
Texpression  de  x  en  fonction  de  t, 

136.  Nous  pouvons  considérer  encore,  un  cas  plus 
simple  que  les  précédents,  celui  d'un  corps  lancé  suivant 
une  direction  quelconque  dans  un  milieu  résistant ,  et 
qui  ne  serait  pas  soumis  à  l'action  de  la  gravité. 

Si  la  résistance  est  simplement  proportionnelle  à  la 
vitesse,  il  suffira  Ae  supposer  §"=0  et  A  =  0  dans-  les 
formules  du  n''  120  ou  dans  celles  du  n^  124.  On  trou- 
vtra  ainsi 

B 

1  ^ 


La  vitesse  décroît  très-rapidement  avec  le  temps,  et 
quoiqu'elle  ne  devienne  rigoureusement  nulle  qu'après 
un  temps  iA^i ,  l'espace  que  le  corps  peut  parcourir 

est  linute  et  ne  peut  surpasser  -5 1). 

* 

127.  Si  la  résistance  est  proportionnelle  au  quarré 
4e  la  vitesse  y  on  aura 


d'où  l'on  déduit 


m, du 


Ctt* 
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eu      ' 

m . 
m    /eu        \ 


La  vitesse  décroit  avec  lé  temps ,  et  finit  par  devenir 
nullf  après  un  temps  infini  ;  néanmoins  l'espace  par- 
coura  par  le  corps  n'est  pas  limité ,  cc^nme  il  lest  dans 
le  cas  précédent. 

Mouvement  reetiligne  tTun  corps  graine  au-dessus  et  au-des- 
sous de  la  shrface  de  la  terre ^  en  avant  égard  à  la  varia- 
tion de  la  gratnté. 

ft 

128.  La  force  avec  laquelle  un  corps  est  attiré  veçs  le 
centre  de  la  terre ,  et  qui  résulte  de  Faction  de  la  gra- 
vité, peut  être  supposée  constante  dans  la  plupart  des 
applications  de  la  mécanique,  pourvu  que  Ton  attribue 
à  cette  force  la  valeur  qu'elle  présente  effectivement  dans 
le  lieu  de  la  terre  où  l'on  se  trouve.  Non-seulement  cette . 
valeur  varie  suivant  les  lieux  ,  mais  de  plus»  dans  cha- 
que point ,  elle  décroît ,  à  mesure  qu'on  s'élève  au-des#us 
de  la  surface  de  la  terre,  dans  le  rapport  des  quarrés  des 
distances  au- centre;  elle  décrpît  également,  à  mesure 
qu'on  s'abaisse  a^-dessous  de  la  surface,  (Jaus  le  rap- 
port des  distances  au  centre.  Nous  considérerons,  en 
ayant  égard  à  ces  variations  ,  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  qu'on  laisserait  tomber  d'une  hquteur  donnée  au- 
dessus  de  la  Surface  de  la  terre. 
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Nousavons  ici  pour  Téquation  du  mouvement ,  le  corp» 
étant  au-dessus  de  cette  surface , 

^=        ^' 

Dans  cette  équation  :' 

ç  est  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  dans  l'unité    * 

de  temps  par  la  gravité  à  la  surface  de  la  terre  ; 

^ ,  10,000,000"» 

Aie  rayon  terrestre  =  =6366198"; 

•  ■  ■«•  '■   .  ■  ■ 

a  la  distance  initiale  du'mobile  au  centre  de  la  terre; 
X  Tespaee  parcouru  par  le  corps ,  au  bout  du  temps  £,  . 

comptédebaut  en  bas.  • 

Multipliant  les  deux  ^membres  par  dx  y  et  intégrant,  il  . 
vient  • 


(dx\   ^     R* 


ou ,  en  appelant  u  la  vitesse  au  bout  du  temps  t, 

*R_* 

«•=  2g- +  const, 

^  a — x 

» 

Si  la  vitesse  initiale  est  nulle;  on  a  en  m^e  temps  x=sO, 
w=z{S  :  cette  équation  devient  alors   ^    , 

R'  ^  .  «*'         1 

u'=:^gx^ -,     crou    X=i 


a[a--x)^  2^R"        u*  ' 


129.  De  l'équation 

jdar\^2gK'x 
\dc/      aia—xV 
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« 
< 


—  io5  — 
on  tir© 


dont  l'intégrale  est 


'=\/5^|»'^^=^l 


arc  COS. 


La  constante, est  nulle  parce  que  Ton  suppose  Tèspacc  x 
compté  à  partir  du  poiAt  de  départ  du  corps.  ' 

13P.  Le  corps  arrivera  à  la  surface  de  la  terre  cfuand 
on  aura  x = a — ^R ,  ce  qui  donnera 


u'=2^(.z-R).5, 


'  ''=\/ppK'^=^"^ 


iK—a] 

arc  COS. ^-\ 

a 


131.  Lorsque  le  corps  descend  au-dessous  de  la  sur- 
*.  faceTéquationdu  mouvement  est 


(Tjc    '     R— jc 


* 
X  représentant  la  distance,  du  corps  à  la  surface  de  ]a 
terre,  au  bout  du  temps  t,  comptée  de  haut  en  baa 
Multipliant  les  deux  membres  par  dx ,  et  intégrattl^ 
on  a     *  "       - 


ou 


\-jj[—  |(«Rx— j;*)+co/i5^/ 


il'  =  ^(âRx— jc')-f  const. 


,"•     ^  Digitizedby  VjOOQIC 


dt^ 
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SiU  désigne  la  vitesse  du  corps  ^  Tinstant^où  il  parttle 
la  surface  de  la  terre ,  et  qù  l'on  «*i  x  ==  0  i  cette  équation 
devient 

13t.  De  réquation 

■  ■ .  ©■="--^-#. .  ■ 

on  déduit 

dx 

dont  l'intégrale  est  .    '  .       . 

et  si  le  temps  t  est  compté  à  partir  du  moment  où  le 
corps  part  de  la  surface  de  la  terre  ,  et  où  Ton  a  a:  =  0  ,  * 
cette  formule  devient    ., 

138.  Considérons  le  cas  où  le  c<H*ps  part  delà  ^r- 
îm^  de  la  terre  avec  une  vitesse  i^iiiale  nûll^  Oa  a 
alors  ^      _  H.. 

«=%--f',  et  ^^«(i^y/;:^),  ^ 
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et  en  .«galaot  cet  deux  valeurs  de  x. 


Le  corps  partant  de  la  surface  de  la  terre  avec  une  vi- 
tesse nulle  a  acquis  ,  quand  il  est  parvenu  au  centre,  la 
vitesse  l^gR  ;  et  comme  Téquation  posée  u"  131  con- 
vient également  au  cas  où  le  corps  se  meut  en  s'éloignant 
du  centre  ,  et  où  x  est  supposé  >  R,  on  reconnaît  que  le 
corps  aniipé  de  cette  vitesse  dépassera  le  centre ,  et  se 
mouvaht  avec  une  vitesse  décroissante  atteindra  le  point 
opposé  de.  la  surface  de  la  terre  à  Tinstant  où  cette  vi- 
tesse sera  devenue  nulle.  L'action  de  la  gravité  lui  im- 
•piimera  alors  en  sens  contraire  un  mouvement  pareil 
a  e^luiqueUe  venait  de  lui  communiquer,  et  en  vertu 
duquel  ce'  corps  se  troiivera  ramené  à  son  point  de  dé- 
part qu*iL  atteindra  également  avec  une  vitesse  nulle. 
Le  mouvement  du  corps  consistera  donçdims  une  suite 
indéfinie  d^oscillations ,  dans  lesquelles  le  diamètre  de 
Ja  terre  sera  ,paccouru  alternativement  en  sens  opposés. 
La  plus-  grande  vitesse  a  lieu  quand  le  corps  passe  au 
centre ,  et  cette  quantité  varie  avec  le  temps,  suivant  une 
loi  exprimée ^par  les  va|eilrs  du  sinus.  L'intervalle  de 
*  temps  nécessaire  pour  parcourir  le  diamètre  de  la  terre, 
c'est-à-dire  la  durée  d'une  demi-oscillation,  se  connaît  en 
posant* 

sinJ^i^=0,      ou      ^y|=^^,      d'où     te;rY/|, 

w  désignant  la   demi -circonférence  dont  le  rayon    est 
l\itiité.  .    * 
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VIIl.  Equations  génébaleô  ton  MotTÉMEUT  i>vv  point 

MATÉKIEL  LIBRE,  SOLLICITE   PAR  DES  FORCES  QUELCONQUES. 

i9k^  Dans  ks  questions  qui  yiennent  d'être  résolues, 
le  mouvement  du  point  matériel  était  re^ctiligne ,  parce 
que  Ton  a  supposé  ce  point  lancé  dans  la  direction 
même  de  la  pesanteur,  et  parce  que  les  résistances 
ont  été  regardées  comme  des  actions  dirigées  en  sens 
Contraire  du  mouvement.  Nous  considérerons  main- 
tenant le  cas  général  où  un  corps,  serait  soumis  à  Fac- 
tion da  forces  quelconques  dont  les  intensités  %t  les  di- 
rections peuvent  varier  avec  le  temps  et  avec  la  position 
de  ce  corps. 

Nous  avcâM  expliqué  dans  les  n*»»  103,  104.,  10^  100^ 
et  ai  comment  les  forces  étaient  définies  et  évaluées.  . 
Nous  considérons  ici  des  forces  dont  Vattion  est  conti- 
nue, telles  que.  la  gravité.  Il  serait  possible  que  cette 
action  ne  s'exerçât  que  pendant  un  temps  très^ourt  :  ce 
sera  une  circonstance  particulière  à  laquelle  on  aura 
égard  dans  les  cas  où  ell^e  présentera.  Nous  dirons  d*ail- 
leurs  que ,  dans  la  nature ,  aucune  action  n'ç3t  rigou-  * 
reusement  instantanée.  Lorsqu'on  considère-  dé  telles 
actions ,  c'est  par  une  abstraction  purement  mathéma- 
tique ,  dont  il  n'est  pas  question  dans  cet  article.  Il  y  a  , 
deux  manières  de  définir  une  force,. soit  en  donnant  en 
unités  de  poids  l'effort  qu  elle  exerce  contre  le  corps  , 
soit  en  donnant  en  unités  de  longueur  la  vitesse  qu'elle 
peut  imprimer  à  une  certaine  masse  dans  l'unîté  de 
temps  ;  nommant  P  Teffort^exercé  et  g  la  vitesse  que  la 
force  pourrait  imprimer  dans  l'unité  de  temps  à  un  corps 
dont  la  masse  est  m ,  il  existera  nécessairement  entre  ce^ 
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quantités  la  relation  P  =zmg.  Quant  à  la  direction  de 
la  force  ,  on  la  détermine  ,  comme  on  l'a  vu  no  20f ,  en 
donnant  les  angles  que  cette  direction  fonne  avec  trois 
axes  rectangulaires  fixes. 

Nous  avons  également  expliqué  n**  108  la  manière 
dont  on  exprimait  la  nature  du  mouvement  d'un 
corps,  en  déterminant  sa  position  à  chaque  instant  par 
les  valeurs  de  trois  coordonnées  rectangulaires  qui  sont 
regardées  conpfme  des  fonctions  variables  du  temps. 

135.  Le  mouvement  que  prend  un  corps  résulte  néces- 
sairement *:  l"*  de  la  Vitesse  initiale  avec  laquelle  il  a  été 
lancé  dans  l'espace ,  2®  des  actions  exercées  sur  ce  corps 
parles  forces  auxquelles  il  est  soumis.  La  question  con- 
siste à  déterminer  le  mouvement, du  corps  lorsque  la 
vitesse  initiale  et  les  forces  sont  données.  Quelquefois 
aussi  l'on  considère  le 'problème  iYiverse,  c'est-à-dire 
que  le  mcyuvement  du  corps  étant  donné ,  on  demande 
quelle  vitesse  initiale  lui  a  été  imprimée,  et  quelles 
sont  les  forces  dont  il  a  ressenti  l'action. 

L'analyse  différentielle  est  éminemment  propre  à  la 
résolution  de  ces  questions,  parce  qu'elle  donne  le  moyen 
.  d'exprimer  immédiatement  des  relations  générales  tou- 
jours subsistantes  enti'e  les  fonctions  du  temps  qui  re* 
présentent  les  coordonnées  variables  du  point  matériel 
et  les  valeurs  des  forces.  On  a  ainsi  des  équation^  diffé- 
rentielles du  second  ordre  qui  doivent  être  intégrées , 
et  dont  les  intégrales  se  complètent  par  la  considération 
particulière  et  spéciale  de  la  position  et  de  la  vitesse  ini- 
tiales du  point  matériel. 

136.  Considérons  un  point  matériel  en  mouvement , 
dont  la  masse  est  m,  et  désignons  par  x^yi  z  ses  div 
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stances  à  trois  plans  rectangulaires  fixes  au  bout  du 
temps  t.  Lelmouvemeiit  de  cepoinl  sera  donc  défini^ 
a>nformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessHs,  par'tixm 
équations  telles  que 

9»  4*  ^  'S^  étant  des  signes  de  fonctions  ;  et  si  l'on  élin^jue 
t  de  ces  trois  équations,  il  restera,  entre  les  (X>ordoni^es 
Xy  y,  z,  deux  équations  qui  appartiendront  évidcmniciit 
à  la  liglie  droite  ou  courbe  décrite  par  le  mobile.  Il  s'agit 
de  reconnaUre  la  nature  du  mouvement  représenté  par 
ce»  trois  équations,  c'est-à-dire  qnelles  sont,  à  la  fin  du 
temps ^uelc>onque  t,  la  direction  de  la  ligne  décrite  par 
le  point  Baatériel  et  sa  vitesse ,'  et  quelles  sont  la  direction 
de  kl  force  qui  lui  est  appliquée  et  l'intensité  de  cette 
force* 

137.  Supposoiis  d'abord 

jp=  A-f/z/,        X  =  B+^/,        z  =C+c/, 

les  lettres  Â3>C,  a,b,c  désignant  des  constantes.  Il  est 
visible  que  A,B,C  sont  les  trois  coordonnées  du  lieu  où 
se  trouve  le  point  matériel  à  Tinstant  où  Ton  commence 
à  compter  le  temps  f  ;  et  l'on  n'ai  térera  pas  le  pbénoraèn  e 
en  transportant  dans  ce  lieu  l'origine  des  coordonnées , 
ce  qui  permettra  d'écrire  les  équations  plus  simples 

a:=at^      y=zbt^       z=.ct. 

Elles  indiquent  que  les  trois  projections  du  point  ma- 
tériel sur  les  axes  se  meuvent  sur  ces  axes  d'cm  mouve- 
ment uniforme' dont  les  constantes  a,  é,  c  représentent 
les  vitesses. 
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De  plus  on  en  clétluit ,  en  éliminant  ty 

b  t 

a  a 

pour  les  équations  de  la  ligne  décrite  par  le  point  ma- 
tériel. Cette  ligne  est  donc  droite  ,  et  ses  projections  sur 
les  plans  des  xy  et  des  xz  forment  avec  Taxe  des  x  des 
angles  dont  les  tangentes  sont  représentées  respective-  ^ 

J         ç  . 

m^ntpar —  et  — .  La  distance  du  point  matériel  k  \%^ 
a  a 

rigine  des  coordonnées  à  la  fin  du  temps  t  est 


d'où  Ton  conclut  que  ce  poi&t  se  meut  en  ligne  droite 

d'un  mouvement  uniforme  dent  la  vitesse  est  I^«'4^h-c\ 

Enfin  la  direction  du  mouvement  du  poiiit  matéi^ 

forme  avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  des  angles  do»t 
les  'cosinus  sont  respectivement 

a  b  c 

i/a'W+c*'-        l/^*+6'+c*'         ^/^^f6^f?* 

LepQint  matériel  se  mouvant  dailleurs  en  ligne  droite, 
d'un  B»ouvement  uniforme ,  il  est  visible  qu'aucune  force 
ne  solliâte  ce  point  :  sa  vitesse  actuelle  lui  a  été  imput- 
mée  avîgat  l'instant  d'où  Ton  commence  a  compter  le 
temps.  ' 

138.  On  voit  par  ce  qui  précède  comment  les  trois 
vitesses  a,  b,  c  du  corps  dans  le  sens  de  chaque  axe 
forment  la  vitesse  effective  de  ce  corps  V  a^-tb'-^^^.  fces 
trois  vitesses  a^b,  c  peuvent  être  regardée^  comme  Iq$ 
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composantes  de  la  vitesse  du  corps,  et  réciproquement 
la  vitesse  l/d'-i-b^-i^^  est  la  résultante  des  trois  vitesses 
a,  bj  c.  Les  vitesses  se  composent  ^t  se  décomposent  sui- 
vant les  mêmes  lois  que  les  forces  dans  la  statique , 
ainsi  que  cela  résulte  évidemment  de  ce  qui  vient  d'être 
exposé. 

En  effet ,  V,V'  représenlant^eux  vitesses -dans  le  sens 
de  deux  lignes  qui  forment  avec  trois  axes  rectangulai- 
r«0  les  angles  «,  6,  7,  et  «,  €',7',  on  peut  les  regarder 
Q0aHpie  l'équivalent  de  trois  vitesses  dirigées  suivant  ces 
axes,  et  dont  les  valeurs  sont  respectivement  V  ços.  a, 
Vcos.6,  V  C0S.7  pour  la  première >  etV'cos.a,  V'cos.€', 
V'cos,7'  pour  la  seconde*  Soit  U  la  vitesse  résultante  ,  et 
>,  a,vles  angles  que  sa  direction  forme  avec  les  axes. 
Cette  vitesse  U  sera  également  équivalente  à  trois  vi- 
tmses  dirigées  sliiv<1nt  les  agces  et  représentées  par 
Uco§*%  Uços.fx,   Ucos.v.  Donc  on  aura 

U  cos.>=Vcos.a+V'cos.a, 

U  cos.jjL=Vcos.€+V'cos.6', 

*  Ucos.v  s=Vcos.7H-V'cos.7'; 

relations  d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  vitesse  U 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  dia- 
gonale du  parallélogranime  construit  sur  les  vitesses 
VetV. 

139.  Considérons  maintenant  les  expressions  géné- 
rales 

et  proposons  -nous  d'abord  de  trouver  l'expression  de  la 
yftesse  du  point  matériel  au  bout  du  temps  t,  et  la  di- 
rection du  mouveoi^nt  de  ce  point.  Il  résulte  du  n®  109 
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qu'en  désignant  respectivement  par  u,  p,  tv  les  Tites$es 
des  prcjections  du  point  matériel  sur  les  axes  des  3tj  des 
j-  et  des  z  à  la  fin  du  temps  t,  on  aura 

djc  dy  dz 

dt',  dt  ^  di 

les  coefficients  différentiels  ^--.,^,-_  étant  déduits  des 

dt  dt  dt 

équations  précédentes.  Or  la  vitesse  du  point  matériel 
à  la  fin  du  temps  t  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  résul- 
tante des  trois*  vitesses  ic,  i/,  w.  Donc  cette  vitesse  eist 
exprimée  par 

conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  numéros  précé- 

.  dents  ;  et  la  direction  de  la  ligne  décrite  forme  avec  les 

axes  des  a;,  des  y,  et  des  z,  dans  le  lieu  où  le  point  maté- 

l'iel  est  situé  à  la  fin  du  temps  t ,  des  angles  dont  les 

cosinus  sont  respectivement 

dx 

li 


v/(§)Miy-(î)- 


dt 


Vm-m^^i)- 


dz 
dt 


\/(S^)--(l)V(S) 
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IM.  Proposons-nous  en^  second  lieu  de  comtaitre  la 
grandeur  et  la  direction  "de  la  vitesse  acquiie  dans  l'unité 
de  temps  ,  à  la  fin  du  temps  t ,  par  Je  point  matées)  ? 
et  par  conséquent  la  force  par  laquelle  ce 'point  es t*8ol« 
licite.  Il  est  visible ,  d'après  ks  principe!  employés  dans  , 
les  n*'*  109  et  110,  que ,  pourxonnaltre  la  vitesse  cher- 
chée ,  il  faut  considérer  l'altération  subife  par  le  mouve-  " 
ment  du  point  pendant  le  t^upa  infiniinent  petit  dt,  ^ 
Or  la  vitesse   acquise  pendant   FiDstapt  dt    qui   suit.* 
le  temps  t  n'est  autre  chpçe  que  la  vitçsse  qui ,  ét^t 
composée  avec  la  vitesse  actuelle  J/u'+i^'-Hv* ,  dcManerait^^ 
la  vitesse  qui  a  Ueu  à  la  fin  du  temps  f+rf^.  Dont  les  com# 
posantes  dans  le  sens  des  axes  des  x,  desjr  et  des^  de  cette 
vitesse  acquise  pendant  l'élément  dt  ne  sont  autre  chose 
que  les  accroissements  des  vitesses  u,  ^,  w,  qui  ontli#u 
pendant  cet  élément  du  temps,  c'est-à-dire  du^  dç^,  Av.  ■ 

-,  ,  du  du  dw  ,      ^ 

On  e^  Qonclut  que -7-,  j-,  -j-  représentent  req)cctive-. 

ment  les  composantes  dans  le  sens  de  diaque  axe  de  la 
vitesse  que  le  ppint  matériel  acquiert  dans  IHinité  de 
temps,  à  la  fin  du  temps  t.  La  valçur  de  cette  vitesse 
est  ^nc  exprimée  par 

%    /  fdu\     (di^y     TdwY     . 
ou 

,V(l)Mf)Mif. 

lé  temps  t  étant  pris  pour  la  variable  indépendante  ;  et 
sa  direction  fprme  avec  les  axes  de&or,  des  j^  et  dei;  z  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 
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Sî  roû  représente  par  m  la  masse  du  point  matériel , 
la  quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  point  dans 
Vunité  du  tetops,  à  la  fin  du  temps  U  est  donc 


t)U 

^         m 


•\/(^)"^(S'-(ï)'. 


Éft conformément  aux  n*''*  103  et  suivants^  ces  expressions 

feprésentent  en  unités  de  poids  Fedort  exercé  à  la  fin  du 

temps  t  par  la  force  qui  sollicite  le  point  matériel.  La 

direction  de  cet  effort  forme  avec  les  axes  des  angles  dont 

les  cosinus  sont  donnés  par  les  expressions  précédentes. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  cet  effort  équivaut  à  trois 

autres  qui  seraient  dirigés  respectivement  dans  le  sens 

désaxes  des  x,  des  y  et  des  z^  et  dotït  les  valeurs  âeraieni 

fiespectivemeiït 

di^       dv        àw 

dt^      dt  dt^ 
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d^x      dy       d\ 
"^  IF^'^dê'  ""dfi^ 

Aiim  ces  expressions  donnent  en  général  leff  composai 
dans  le  sens  des  axes  des  efforts  exercés  sur  le  point  ma-  • 
tériel.  '  ,   . 

Ifci.  Les  résultats  qui  viennent  d'être  exposés  per- 
mettent d'établir /acilement  dans  tous  les  cas  des  équa-* 
tions  exprimant  les#elations  existantes  entre  les  valeurs 
des  forces  qui  impriment  ou  modifient  le  mouvemeni 
du  point  matériel ,  et  les  fonctions  du  temps  par  lesquels 
les  les  espaces  parcourus  en  vertu  de  ce  mouvement 
s'ont  représentés.  Supposons  en  effet  qu'un  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m  soit  soumis  à  l'action  de  plusieurs 
forces  y  et  imaginons  chacune  de  ces  forces  décompo- 
sée en  trois  autres  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x^ 
Aesy  et  des  z.  Les  composantes  dirigées  dans  le  sens  de 
chaque  axe  s'ajoutant  entre  elles,  toutes  les  forces 
seront  réduites  à  trois  forces  rectangulaires ,  et  en  don- 
nant pour  chaque  instant  ces  trois  forces ,  les  actions 
par  lesquelles  le  point  matériel  est  sollicité  se  trouve** 
ront  entièrement  définies.  Nous  représenterons  par 
X,  Y,  Z  les  valeurs  exprimées  en  unités  de  poids  des 
efforts  exercés  à  la  fin  du  temps  t  sur  le  point  matériel , 
en  vertu  de  l'action  des  trois  forces  dont  il  s'agit,  dans 
le  sens  des  x,  des  y  et  des  z.  Les  quantités  X,  Y,  Z  doi- 
vent, être  regardées  en  général  comme  des  fonctions 
dépendantes  du  temps  et  des  coordonnées  x,  y,  z  qui 
fixent  la  position  actuelle  du  point  matériel-  On  aura 
donc ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro 
précédent ,  les  trois  équations 

à^x     ^  dy  dz 

''^^==^'  "^=^'  '^dê^^' 
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qui  expriment  les  conditions  générales  du  mouvement 
de  ce  point. 

Ces  équations  peuvent  également  s'écriro 

£jc_X   '         ^       Y       ^     ^-? 
df  ^  m'  ^        de^m'  de'^m' 

X  Y  Z 

et  il  est  visible  que  les  quantités  — ,— ,  —  sont  les  valeurs 

m  m  m 

des  vitesses  que  pourraient  imprimer  dans  l'unité  d« 

temps  au  point  matériel  les  trois  forces  par  lesquelles 

il  est  sollicité.  Par  conséquent,  lorsque  ces  forces  seront 

données  en  exprimant  les  vitesses  qu'elles  sont  capables. 

d'imprimer  dans  l'unité  de  temps  au  point  matériel , 

les  équations  générales  du  mouvement   s'obtiendront 

en  égalant  respectivement  les   coefficients  différentiels 

d>  X   d  V   dr  z 

-—  ,  -y- ,  -—  aux  vitesses  que  les  forces  agissant  sur  le 

point  matériel  lui  impriment  dans  l'unité  de  temps  dans 
le  sens  des  x ,'  des  y  et  des  z» 

Propriétés  génépales  au  mout^ement  d'un  point  matériel,  — 
Consercution  du  mouvement  rectiligne 

14S.  Les  équations  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel ex  pri  m  en  L  d  i  vers  es  p  ropri  é  tés  ou  p  r  incipes  généra  ux 
dont  la  considération  est  très- importante ,  surtout  lors- 
qu'on les  étend ,  comme  cela  sera  fait  par  la  suite  ,  au 
mOTivement  d'un  système  formé  de  plusieurs  points 
matériels  aasugetiis  les  uns  aux  autres,  et  sollicitas  par 
des  forces. 

Supposons  en  premier  lieu  qu'aucune  force  ne  soit 
appliquée  au  point  matériel  :  les  équations  dont  il  s'agit 
se  réduiront  à 
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d'oà  Too  déduit  en  intégrant  une  première  fois 

atb,c  désign^Jit  des  c<mstantes  arlntrftires.  Ch|  en  oqb^ 
dut  qu'aucune  force  n'étant  appliquée  au  point  matériel^ 
Ms  trois  vitesse»  dans  le  sens  de  chaque  axe,  dont  a^b^c 
représentent  les  valeurs,  sont  consiantes  ;  d'où  il  suit  que 
ce  point  se  meut  en  ligne  droite  d'un  mouvement  uni-» 
forme. 

Une  seconde  intégration  donne 

xz=:A+ai,      ^=Cffo,       »«:C+C£, 

A,B,C  désignant  trois  nouvelles  constantes  arbitraires 
qui  représentent  évidemment  les  coordonnées  de  la  posi^ 
tion  du  point  matiériel  correspondant  à  t^o.  Si  l'on  sup- 
posait a^=H)^  b=^Oy  c=o,  les  valeurs  x,y,z  se  réduiraient 
aux  trois  constantes  A,B,C. 

Ces  résultats  n'apprenneht  ici  rien  de  nouveau  :  on 
vérifie  seulement  que  les  équations  générales  expriment, 
comme  cela  doit  être ,  la  propriété  des  corps  désignée 
dans  le  n**  102  par  le  mot  d'inertie. 

Conservation  du  moui^ement  de  rotcumi.  Principe  des  aires 4 

14.8.  Reprenons  les  trois  équations 

^x  à?y     ^  d^z     „ 

de  de         '  dt' 

on  en  déduira  facilement  les  suivantes  ^ 
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'  Iftd^pielles  i^euTent  «'écrire 

_d{jrdx^xdy)_^^ 

dixdz — zdx)     ^       */      * 
m — = Zx — X«, 

Or,  tes  derniarfi  membres  4e  ees  équation»  fidrout  nuk 
dfti^s  deux  tBs  :  l""  Si  les  forces  X,T,Z  sont  iiulles,  oMeËxie  - 
on  Fa  sttpposé  dans  le  p*  |ïqfécédent  ;  8°  si  la  force  t^i 
sollicite  le  point  matériel,  et  dont  X,Y,Z  àont  lé»  coitt- 
posantes  dans  le  sens  des  axes ,  est  eonstamioent  dirigée 
vers  l'origicie  des  coordonnées  (eovime  cela  aurait  lien  si 
€ette  force  était  le  résultat  d'une  attraction  ou  d'une  f ex- 
pulsion émanant  de  ce  point).  En  admettant  donè  que 
l'on  soit  dans  l'un. ou  l'autre  des  càf  dont  il  s'agît^  les 
équations  précédentes  se  réduiront  à 

d(ydx — xdy) d{xdz — zdx) d{zdy—ydz) 

' de ^'  'dT — ^'  ' — 5r~^^' 

et  intégMint  une  première  fois ,  on  en  déduira 

ydx — x^  xdz — zdx^  zdy-^dz 

dt  dt  ,'  dt 

^  njytn  désignant  des  constantes  arbiftraires. 
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Où  conclut  immecliatemeiii  de  ces'  équaiiofis  ^[m  la  • 
H^e  décrite  par  le  point  matériel  est  alors  comprise 
dans  un  plan  passant  par  forigine  des  coordonnées  ;  car 
si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  respectivement . 
par  z ,  y  eix  ^i\  viendra 

xdation  à  laquelle  les  coordonnées  du  point  matériel 
doivent  constariunent  satisfaire. 

Considérons,  de  plus  la  ligne  droite  tracée  dans^  ce 
plan ,  de  Forigine  des  coordonnées  au  point  dont  les  co* 
ordonnées  sont  xy.Zy  et  où  le  point  matériel  est  situé  à 
la  fin  du  temps  t.-Désignons  par  r  la  longueur  à  la  fin  4u 
temps  t  de  la  ligne  dont  il  s'agit,  dont  la  directii^  change 
à  cliaque  instant  par  l'effet  du  mouvement  du  point  n^- 
tériel,  et  que  Ton  nomme  rayon  vecteur.  Soit  ^^u  Fangle 
infiniment  petit  compris  entre  les  positions  du  rayon 
vecteur  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t  et  du  temps - 
t-^-dl.  JLa  longueur  de  ce  rayon  devient  r'\-dr  à  la  fin  du 
temps  t^dt ,  et  si  Ton  désigne  par  ds  Tare  décrit  par  le 
point  matériel  dans  l'élément  du  temps  dt^  on  aura  évi-. 
demment  r,^d»^  szzds^-^r* ,  ou 

,  , r^ds* — {xdx-{^dy-\'Zdz)^ 

r* 

Or,  Taire  triangulaire  infiniment  petite  décrite  dans  l'es- 
pace par  le  rayon  vecteur  r  pendant  l'élément  du  temps 

dt  est  -  r,*dw  :  donc  la  valeur  de  cette  aire  est 
2 

-  \/r'ds'—(xdx-{-j^dy+zdz) * , 
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expression  qui  revient  à 
1 


y  (ydx'^xdjr)*'jr(xdz — zdxy'\'[zdy-^(izf . 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  le  rayon  r  se  trouvait  di- 
rigé dans  le  plan  des  xy,  des  xz  ou  des  y-^,  cette  formule 

1  1 

.générale   donnerait  -  {ydx — xdy),  -  Jixdz — zdx)   ou 

-  {zdj—ydz)  pour  les  aires  que  ce  rayon  décrirait  a)ors 

dans  ces  plans  pendant  le  temps  dt  ;  ou  »  si  Ton  veut , 
c«6  trots  quantités  représentent  respectivement  les  aires 
décrites  pendant  Le  temps  et  sur  les  plans  des  xy  ,  des 
xz  et  des  yz  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  ces 
mêmes  plans.  Ainsi ,  nous  trouvons ,  comme  cela  dœt 
être,  que  Taire  décrite  dans  l'espace  par  le  rayon  vecteur 
dirigé  au  poii^t  matériel  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  trois  projections  de  cette  aire  sur 
les  plans  coordonnés. 

Mais  il  résulte  des  équations  obtenues  ci-dessus  que 

les  rapports  des  projections  de  Taire  élémentaire  -l'^.doi 

sur  les  plans  coordonnés  à  Télément  du  temps  dt  con- 
servejjit  toujours  des  valeurs  coûtantes.  Donc  cette  air^ 
eUe*méme  conlserve  aussi  avec  Télément  du  temps  dt 
pendant  lequel  elle  est  décrite  un  rapport  ccmstant.  Ainsi" 
Ton  conclut  de  c^cjui  précède  que  lorsqu'un  point  maté- 
riel en  mouvenftnt  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
ou  n,'est€ollicité  que  par  une  forcé  quelconque  émanant 
d'un  centre  fixe ,  ce  point  se  meut  constamment  dans  un 
plan  passant  par  ce  centre  fixe ,  de  manière  que  le  rayon 
vecteur  dirigé  du  centre  fixe  sur  le  point  mobile  décrit 
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àes  aires  égales  en  temps  égaux.  Lés  coDstaBtee  n^mj 
représentent  les  doubles  des  aires  décrites  dans  chaque 
unité  de  temps  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur 
las  pla^s  des  xy,  des  xz  et  des j^^,  et  Taire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  jnéme  dans  l'unité  de  temps  est 

Les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  des  x ,  des  jr 
et  des  z  par  la  normale  au  plan  dans  lequel  se  meut  le 
point  matériel  sont  représentés  par 


Réciproquement ,  lorsqu'un  point  matériel  se  meut 

dans  un  plan  de  manière  que  son  rayon  vecteur  dirigé 

sur  un  point  fixe  pris  dans  ce  plan,  décrit  des  aires  égales 

dans  chaque  unité  de  temps ,  la  force  par  laquelle  ce 

point  matériel  est  sollitité  (si  elle  n'est  pas  nulle)  est 

nécessairement  dirigée  constamment  dans-  le  sens  du 

rayon  veetewr  :  c'est  ce  qu'on  nomme  une  Jbrc^  een^ 

traie. 

Conservation  de  la  force  vive, 

!&•&.  Si  les  équations  générales  du  x!  l&>â 

m— =X,  '^^=Y,  '^•3p=Z, 

sont  multipliées  respectivement  par  dx,dy,  dz,  et  ajou- 
tées entre  elles  ,  elles  doimeront 

dx.d^x-^d^.d^y+dz.tez 

m -,    =î  Xdx+Yd^+Zâz j 

dt 
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otueu  noimnaM  coqnne  ci-dessus  ds  l'espaee  él^ii  par. 
le  point  matériel  pendant  l'élément  .du  temps  dt, 

dscFs 
m—^=:Xdjc^Ydy+Zdz', 

et  en  intégrant  il  viendra  • 

'»(^)"===C+2|(X^a:+Yû?r+Z^a), 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  **  '^      '^  ^      .^ 
La  nature  de  cette  équation  et  la  propriété  (jueUe 
exprime  dpivent  être  considérées  avec  attention.  Remar- 
quons d'abord  qu'en  désignant  par  K  la  force  appliquée 
au  point  matériel dtot  X,Y,Z  sont  les  composantes  dans 
*  le  sens  des  axes;  par  r  la  distance  à  laquelle  le  point 
^^matériel  se  trouve  à  la  fin  du  temps  t  d'un  certain  point 
fixe  pris  sur  la  direction  de  cette  force  R ,  et  par  consé- 
quent par  dr  l'espace  que  le  point  matériel  décrit  dans 
le  sens  de  cette  même  direction  en  même  temps  qu'il 
décrit  les  espaces  dx,dy,dz  dans  le  sens  des  axes,  on 
aura  toujours  d'après  le  n^  29,  B^dr  =  lUj:'hldy+Zdz. 
On  peut  donc  écrire  au  lieu  de  Féquation  précédente 


(J)-_c+.|b*.  ^ 


^  La  constante  C  se  déterminera  d'après  l'état  du  corps  à 

*  un  iiAtant  donné .  Si  nous  représentons  par  —  la  valeur 
,>    ,  ds^ 

•     .  ds 

delà   vitesse   ^  à  l'instant  oèr  avait  la  valeur  ro,noud 

aurons  évidemment 
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Cela  posé,  1°  on  appelle ^orce  i^ii^e  d'un  corps  eh  mouve 
mèxit  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse 
actuelle.  *  * 

2°  Lorsqu'un  corps  en  mouvemont  est  sollicité  par 
une  f(M:ce,  oh  nomme  quantité  d'action  élémerttaîre  le 
produit  de  lefïort  R  exercé  par  la  force  et  de  l'aspace  Jn- 
£niiaent  petit  dr  decri t  pendant  l'élément  du  temps //t 
par  le  point  matériel  dans  le  sens  de  la  dii:ection  de  la 

force  j  et  quantité  tT action  l'intégrale  \  Rc?r  exprimant 

la  somme  des  quantités  d'action  élémentaires  qui  ont  été 
produites  pendant  que  le  point  matériel  a  décrit  l'es- 
pace r — r^  dans  le  sens  de  la  direction  de  la  force. 

Là  propriété  ex})rimée  par  l'équation  précédente  con- 
siste donc  en  ce  que,  dans  un.  temps  donné  quelconque, 
Tiiccroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel  est  tou> 
jours  numériquement  égal  au  double  de  la  quantité  d'ac«- 
tioo  produite  dans  le  même  temps  par  la  force  qui  solli- 
cite ce  point, 

145.  Lorsque  la  force  R  est  constante,  on  a  simple- 
ment 

l'accroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel  dan^ 
un  temps  donné  est  égal  au  double  du  produit  de  l'effort 
R  par  l'espace  parcouru  dans  le  même  temps  par  le  point 
matériel  dans  le  sens  de  cet  effort. 

Lorsque  la  force  R  est  donnée  en  fonction  de  la  dis- 
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tance  r  senlémaeiit ,  la  quantité  K^r  peut  toujours  êké 
regardée  comme  la  différentielle  d'une  certaine  £»«- 
tion  n  di  r,  en  sorte  qu'on  aurait  Kdr  =  da,  L'équa- 
tion du  n°  précédent  devient  alors 


'(â)-'"(^)=^^"-"°^' 


en  désigtiant  par  no  la  valeur  de  la  fidnction  n  qui  ré- 
pond à  r=ro.  La  valeur  de  la  force  vive  du  point  maté- 
-riel  qui  a  lieu  à  la^fin  du  temps  t,  et  par  conséquent  la 
vitesse  de  ce  point ,  dépendent  donc  uniquement  de  la 
nature  de  la  fonction  n  ,  et  de  la  valeur  de  la  distance  r 
à  la  fîn'du  temps  t.  Elles  ne  dépendent  nullement  de  la 
figure  de  la  ligi^e  qui  a  été  décrite  pendant  ce  temps  par 
le  point  matéridi.  Lorsque  dans  son  mouvement  ce  point 
s'approche  et  s'éloigne  alternativement  du  point  ûte 
pris  sur  la  directicm  de  la  force  à  partir  duquel  la  dis- 
tance r  est  comptée ,  M  valeur  de  la  vitesse  se  retrouve 
toujours  la  même  lorsque  la  distance  r  reprend  la  même 
^valeur.  Le  point  matériel  revenant  à  son  point  de  dé- 
|)ftrt  regagne  en  se  mouvant  dans  le  sens  de  la  force  la 
vitesse  qu'il  a  perdue  en  se  mouvant  en  sens  contraire 
4je  l'action  de  la  force  ,  et  récipr<^uement.  C'est  en  cela, 
que  consiste  la  conservation  de  la  force  vive. 

Lorsque  la  force  R  n'est  pas  donnée  uniquement  en 
fonction  de  la  distance  r ,  l'intégrale  J^dr  ne  peut  pas 
être  prise  immédiatement,  et  la  valeur  de  la  vi- 
,tesse  du  point  matériel  n'est  pas  donnée  par  la  seule 
connaissance  de  la  distance  r.  La  proposition  énoncée  à 
la  fin  du  n°  précédent  subsiste  toujours  ;  mais  il  n'existl^ 
pîm  de  conservation  de  la  force  vive. 
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FiViCES  QUELCONQUES  ET  ASSUJETTI  A  SE  MOUVOlk  SUR  UNE 
I*I6H£   OU   SUR    UNE   SURFACE   DONNÉES. 

14.6.  Soit  d'abord  un  point  matériel  sollicité  par  des 
forcés  quelconques ,  et  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
ligne  quelconque  donnée  et  maintenue  dans  une  posi-* 
tioa*fixe.  l«a  question  consiste  1^  à  déterminer  le  mouve* 
ment  du  point  matériel  ;  2^  à  connaître  FeSort  qui  sera 
etieroé  contre  la  ligne  maintenue  fixe,  xlans  chacune' des 
positions  occupées  suçcessivemeitt  par  ce  point. 

Quelles  que  soient  les  forces  ^appliquées  au  point 
matériel ,  on  peut  toujours  les  remplacer  par  une  seule 
force  R .  dont  nous  représenterons  comnie  dans  le  n*  1&>1 
les  composantes  dans  le  sens  des  x,  àe$y  et  des  z,  par 
X,  Y,  Z.  Et  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que 
oette  force  R  se  décompose  nécessairement  elle-même  en 
<deux  autres ,  Tune  P  dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente 
menée  à  la  courbe  donnée  dans  le  lieu  où  se  trouve  le 
point  matériel,  et  l'autre  Q  perpendiculaire  à  cette  , 
tattgente.  Cette  dernière  force  Q  est  évidemment  détruite^ 
par  la  résistance  de  la  courbe ,  et  n'exerce  aucune  actioa 
pour  produire  le  mouvement  du  point  matériel.  La  force  • 
P,  au  contraire,  n'exerce  aucune  action  sur  la  courbe , 
ft  imprime  au  point  matériel  son  mouvement.  En  dési* 
glVanl  d'ailleurs  para;  ^j^^jz  les  coordonnées  du  liçu  où  se 
tnnrve  le  point  matériel  à  la  fin  du  temps  t ,  et  par  ds 
Ttêlanent  de  la  courbe  qui  répond  aux  éiémeBisdXydj'fdz 
parcourus  dan5  le  seas  des  axes  pendant  k  temps  dit  par 
I0  point  matériel  ^  on  aura  évidemment 

F=xX-7--fY-     +Z-7-. 
as  as  as 
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QiAftojt  À k  force  Q,  ses  composantes  dans  le  sens  dei^  ai*»  . 
desjÇfd&sjr  et  des  z  seront  respectivement 

x-p±,    Y-p*:,    z-p^^ 

/Ir  ds^  ds 

Ainsi  les  forces  P,Q  dont  il  s'agit  seront  facilement  ex- 
primées lorsqu'on  aura  donné  les  forces  X,  Y,  Z. 

En  second  lieu ,  à  l'égard  de  la  résistance  opposée 
par  la  courbe ,  dont  la  direction  est  nécessairement  per* 
pef^diculaire  à  cette  courbe  ,  on  peut  également  la  con- 
cevoir décomposée  en  deux  forces  :  la  première  détruit 
ta  force  Q  et  lui  est  égale *et directement  opposée;  la 
seconde  oii  uae  force  inconnue ,  à  l'égard  de  laquelle  ott 
sait  seulement  que  sa  direction  est  perpendiculaire  à  la 
éburbe ,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Nous  désignerons 
par  N  cette  seconde  force ,  et  par  /,  m,  n  les  angles  que» 
sa  direction  forme  aveclts  ^es  des  x,  des  y  et  des  z. 
L'existence  de  la  partie  N  de  la  résistance  de  la  courbe 
est  l'ejSFet  de  l'inertie  du  point  matériel ,  qui  tend  con- 
stamment à  sortir  de  la  courbe  dans  laquelle  il  est  re« 
tenu,  et  à  continuer  son  mouvement  en  ligne  droite 
avec  sa  vitesse  actuelle.  De  plus,  comme  la  force  Q  et 
la  partie  de  la  résistance  qui  lui  est  opposée  se  détruisent 
<|iutQellement  l  le  mouvement  du  point  matériel  est  uni- 
.,  quement  produit  ou  modifié  par  les  forcée  P  et  N«  La  « 
'firceNse^  dé  terminera  évidemment  par  cette  condition 
qae  le  point  matériel  étant  supposé  entièrement  lU>re, 
et  sollicité  par  les  deux  forces  P  et  N ,  ce  point'  prenne 
en  vertu  de  Faction  de  ces  deux  forces  le  même 
l^ouvement  qu'il  porend  eflfectiveiaent  dans  la  cQiurbe 
dlpunée. 
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Cela  posé ,  remarquons  que  la  vitesse  du  point  maté^ 

riel  à  la  fin  du  temps  t  est  --- ,  dont  les  composantes  dans 

le  sens  des  axes  des  x^  des^  e(  des.z;  sont  respec- 
tivement 

ds  dx    ds  dy  ds  dz 

ISnT^didr'  dt'ds' 

Ainsi  le  point  matériel  acquiert  pendant  l'élément  du 
temps  dt  dans  le  sens  des  axes  des  vitesses  respective- 
ment égales  aux  difiérentielles  de  ces  quantités ,  c^est-à- 
dire  à 

^s  dx     ds     ,  fdx\       d*s  dy    ds      f^y\ 
irds^dt'     Vd^J'     lIli'^JtKd^J' 
d^sdz      ^    ,  f^^\ 
dtds'^lt\'ZJ'' 

et  ces  différentielles  étant  divisées  par  dt  donneront  les 
vitesses  acquises  à  la  fin  du  temps  t,  pendant  Tuni té  de 
temps  dans  le  sens  de  chaque  axe.  Il  résulte  delà,  confor- 
mément aux  principes  établis  dans  l'article  précédent , 
qu'en  désignant  par  m  la  masse  du  point  matériel  sup- 
posé libre  et  sollicité  par  les  forces  P  et  N,  on  a  pour  ex- 
primer les  conditions  de  son  mouvement  les  équations 


Vd'sdx      ds     Jdx\'^    ^dx    ^^ 

1  £f  f^  .  ^  d(^Y 

[dt^ds       dt'       \ds)  ^ 

d*s  dz      ds      w  (^^\\ p  ^^2 

dëJs'^d?'     y'ZJ  ]         d's'^ 


dy 

=P-4-+Ncos.m 
as 


cos.n. 


14.7.  Nous  remarquerons  que  la  direction  de  la  force 
N  étant  perpaadiculaire  à  la  oourbe  on  a  nécessairement 
la  relation 
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dx  déy*  dz 

-7-  éos. ^-h  -r*cos.  m+  -7-  cos ./i  =0. 

ds  as  as        ^ 

De  pki»,  ks  quantitéprff  —  ^  '^^^'  ^V"^^  ®** 

respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  des  auglift 
ibrmés  a\«c  l§s  axes  par  le  rayon  du  cercle  osculat^lr 
de  la  courbe^  ^mme  oale  voit  par  le  n""  237  des  leçons 
éteipaly^  :  doac.on  a  également  la  relation 

D'après  cela  ,   si  Toa  multipîic   respectivement  les 

^êquatidns  précédi*tes  par  -—,  -^,  -— ,  et  si  onles  aioute. 

ds    ds  ds  . 

on  trouvera 

Lie  point  matériersoUicité  par  la  force  P ,  qiu  est  con- 
istamnfent  dirigée  dans  le  sens  de 'la  courbe,  se  ilieut 
donc  en  suivant  cette  courbe  comme  il  se  ibouvraiten 
suivant  une  ligne  droits  dans  le  se«s  de  laquetie  la  mime 
foffce  P  serait  constamment  éirigée. 
dette  équation  peut  d  ailleurs  s'écrire 

* 
dsd^s^  dsâ^s 

m^yj-^Fds^^      ou      m-^ —  =  Xdx-{^d}r-^Zdai^ 
*     ut  dt* 


OU  bien  est^ore 


dsd*9        ^ 
dâ 


dr  désigoan.t  dans  k  n""  Ikk'  Fêspace  parcouru  pendant 
l»'éléme«fc  «hi  teiQps  Je  par  le  point  matériel  suivant  la 
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directioa  de  Ufedtfe  R  dooi  X,T,Ï  sont  les  composâtes. 
On  en  tire  comme  daB£  ce  luiméro  ^  « 


(*)-™(*)-'j:-.- 


d*où  Ton  conclut  que  les  praposîtioits  énoncées  dans  les 
n"^  i&l  et  14S  subsistant  égal^nent  dans  le  cas  où  k 
point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  dass  uni  cou|I))Sf 
qtielconque  m«inteniâe  dans  une  poêition  fixs.  Si  le  poii»t  « 
matériel  n'est  solliché  par  aucune  force ,  sa  vite^e  se 
conservo  s^s  altération.  De  pius  »  l'accroissement  de  la 
force  vive ,  qui  afijeu  dans  un  temps  donfié ,  est  toujours 
égal  au  double  de  la  quantité  d'actif  imprimée  pen-* 
danl  ee  temps  pai?  la  force  quragitsur  le  point  matériel , 
ce  qui  Jient  à  ce  que  les  forces  qui  représentent  )a  résis- 
tance df  la  courbe  produisent  toujours  des  quantités 
d'actioa  nulles ,  puisque  les  espaces  décrits  dans  chaque 
•  élément  du  temps  parle  point  matériel  suivant  la  direc- 
tion de  ces  forces  ont  toujours  des  valeurs  nulles. 

W%  D'uprès  Téqu^tion  w--^=^P  ^^i  vient  d'être  ob- 

taiu^,  les  trois  équations 'posées  à  la  â»  du  n^  HO  se 
réduisent  à 


et  peuvent  s'écrire ,  o  désignant  le  rayon  du  cercle  oscuf^ 
faiteur  de  la  courbe    '      n  . 
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;(-)-i.,(t)=»«»«-    ... 

En  é]ev|At  c^  équatiom  ^u  quaf ré^et  les  joutant  ^  on 


trouvera 


M: 

et  par  con&éqtugiit 

^u  tx^  ayantégaïd  ai^x  expressions  de  cos.X,  cos.p,  cos.v 
dontiées  n''  2f3Tdcs  Leçons,  d* analyse  ,    ^ 

ces./ ?S  C0S.>,  COS./7l=iC0S.f*,  cos.n=acos,v. 

'Ainsi  la  direction  de  la  force  N  icoïncîde  constamment 
-atec  celle?  dit  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe 
^ans  laquelle  se  meut  le  point  tnatériel ,  et  cette  force 
agit  de  manière  à  tendre  à  ri^)procher  ce  point  du  castre 
•de  courbure.  Elle  dépend  uniquement  dç  la  vitesse  du 

.  point  matériel  et  de  la  grandeur  du  rayon  de  courbure 
*qui  ont  lieu  dans  chaque  point  de  la  courbe.  * 

'On  voit  d'après  ce  Tespltat  que  la  tendance  du  point 

.  matériel  à  conserver  la  direction  actuelle  de  son  moure- 
ment,  produit  contre  la  courbe  dans  laquelle  ce  point 
est  retenu  un  effort  dirigé  constamment  dans  le  sens  du 
rayon  de  courbure  de  cette  côushe.  Cet  effort,  appelé 
fi)rc€  centrifuge  parce  que  le  point  nvatériel  tend  tou-« 
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jours  k  s'étoigatr  du  centre  àt  courbure ,  est  dotr^t  par 
la  miftiance  de  la  courbe.  Sa  valeur  e»C  représei}t«e  en 

unité  de  poids  par  reipressi#Ci  m— >(  —  j ,  ett  s^rte  ^\\ 

est  capable  d'wprinKr  ^u  point  matériel ,  daiis  l'unité 

de  temps,  une  vitesse  égale  à  -(^-Y  c'est-ànlire  égale 

au-quarrérik  la  vitesse  actuelle  du  p«>int  naiériel  divisé 
par  ta  rayon  <b  courbure  de  la  couri)e.  « 

JReniargiie  relative  ai^  mfiUâ^ement  tVun  point  Aiaâéfiel 
entièrement  libre. 

IM.  LiOrsquun  point  mat/ériel,  par  Fetfèt  d'ui^p 
cavse  quelcosnque ,  se  meut  en  ligne  courbe  »  la  forée 
eentrifilge  subsiste.  Si  ce  point  e^  retenu  dans  une 
courbe  donnée  y  cette  force  centrifuge,^  détruite  par 

>  la  résistance  de  la  courbe.  9i  le  point  ma té^l«e  meut 
librement,  la  force  centrifuge  doit  être  détruite  par  les 
jforoes  mêmes  qui  sont  appliquées  à  ce  point.  On  con** 
çoit  d'après  cela  que  le  mouvement  libre  d'un  point  ma?' 
tériel  doit  être  assujetti  à  cette  condition ,  que  les  force» 
qui  lui  sont  appliquées  puissent  toujours  être  rempla- 
cées par  deux  forces  seulement ,  Tune  dirigée  dans  le 
sens  de  la  tangente  et  l'autre  dirigée  dans  le  sens  du  rajon  ^ 

'   dç  courbure  de  la  ligne  qu'il  décril»  dont  la  première 
•produise  le  mouvement  du  point-matériel  dans  le  sgps 
d^  cette  ligne ^  et  dont  la  seconde  détruise  la  force  cen-  « 
trifuge. 

En  efièt ,  supposons  hi  force  R  appliqua  au  point     ' 
matériel  décwnposée  en  denx  autres  forces,  Tune  R'  diri- 
gée suivant  la  tangente  d^la  courbe,. Fautre  H^'  dirigée 
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âliiyaiit  le  ra^on  dk  c^rbcre*  Les  jàjualhMik  généra)«B* 
<ki-nf  lAS  deirieftdrpnt 

■■'■  '■'jf^^'i'i^-  ■'  " 

^t  il  s'agit  den  déduire  les  Taleurs  de  Bl  et  R".  On  ent 
multipltant  d'abord  chaque  équàlioji  f^  lii  c^effioieat 
de  H'  dans  cette  niéme*équation  et  ajoutant ,  le  terme 
ewtendnt  R'^  sera  nul  puisque  la  direction  dé  cette  force 
Armeinred  celle  de  R'  un  ai^le  droit ,  et  ii  viendra  sim- 

te  Sorte  qu^la  force  R'  ne  diSère  point  de  la  fanée  (0l 
*  9^Cé  désîi^iiée  par  P  dans  le  no  146. 
^  130,  Si  Ton  multiplie  ensuite  chaque  ^uâtîoii'par 
le  coefficient  de.R"  dan»  cette  même  équation ,  et  ai  <m 
les  ajoute,  le  coefficient  de  Rasera  niil  à  son  tour»  el-I'on 
aura  '  #      .  ' 

9 

l       ou  «nftn  (  en  ajrtolfr  égard  if  .l'expression  de  ^  donnée 
li<â37  des  Leçons  if  analysé^ 

•i  *      r  Digitizedby  VjOOQIC 
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la  .force  R"  est  dope  égaie  à  celle  oui  a  été  clésigné^  par 
N  dans  le  n"  146. 

Mouvement  eVun  point  matinièi  sur  une  4urfkce  donnée. 

^  151.  Conaidéjrolhs  maintenant  un  point  matériel  soU' 
Mcité  par  desforcesVquek^ques  et  assajelti  à  semouToir 
sur  une  suni'ace  dQnnée  maintenue  dans  une  position 
fixe.  \jx  question  consiste  à  détermiiver  1*^  la  ligne  décrite 
par  le  point  m.ttériel  sur  liygurface  (ligneque  Tonnpmnïfi 
en  ^général  trajeetoire)  ^t  le  moûvement^du  point  dans 
le  sens  de  cette  ligue  ;  2*  la  pression  exercée  par  le  poix^t 
malériel  coplre  la  surface  ,  ^qtii  est  nécessairement  di- 
rigée perpendiculairement  à  cette  surface.  * 
Pfou»  désignerons  ,  comme  dans  Je  n°  146  *,  par  fi  la 
force  ^lisant  à  la  .fin  du'temps  t  sur  le  point  matériel , 
el  par  1^,  Y,  Z  les  composantes  de  ceite  force  dans^Je  9eM0 
des  axes  des  x^  des^  et  des  z.  L'équation  de  ki  duifàçe  * 
que  le  point,  est  assujetti  à  décrire  'sera  représentée  en^ 
gén^l  par 

#les  coordonnées  d6r}e  trajectoire  devrontàatisfaireàcette 
équation.  Nous  désignions  par  N  la  résistance  de  la 
surface  à  la  pression  qu'elle  supporte ,  et  nous  remar<|iJ^ 

^  roûs  rjuc   h    forrn   R  s^  décom|»ose  nécessairement  &^  « 
drux    autres,   l'une  dirigée  perpendiculairement  à  la 

.  surface,  et  qui  se  trouve  détruite  j  l'autre  dirigée  dans 
le  plnn  Umgejità  la  surfac*e,*et  qui  seule  agit  pour  pro- 
duire k  mouvement  (kl  point  matériel.  La  force  Ndoit 


4b 
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4  abord  détruire  la  première  des  tihpux  forces  éoM^  on 
^ent  d|3 parler;  de  plii6,«elle  4oil];>aIkicer  l'effet  de  l'ioer- 
lie^u  point  matériel  qui  tisad  saifis  fesse  r^  sortir  di4a 
surfacedans  laqjjielle  il  est  retenu.  On  sait  que  ]^4irectictt 
lie  la'fofcelf  ^t  pergendiclilaii*^  à  laiurfi|ce ,  et  on  en 
déterminera  .c(vnplél«meny  a  valeur  d  apirës.  ^^ette  coadi- 
*  .tienne  le  pofait  matériel  supposé  entièrement  Iflire  étalât 
«Q|imis  àl^action  des  deux  forces  11  et  N,  ce  poin^  prienÀe  ' 
»ie  même  mouvement  qu'il  prend  effedtA^emeht  dan»  la 
«uf&ee  donnée.  *  •    * 

D'après  cela,  çp  se  qappielant  les  e^ipressions  gé^^érabu^ 
des  cosinus  des  angles  formés 'avec  les  axes  par  hknor-r 
maie  à  la  surface  qui  ont  été  données  a*"  917  des  Leffmm 
d'analyse  ,*  on,  posera  les  équatiops . 
,      *  «  d% 

^â^x^      •  d9c     ^^ 


m- 


.32^=T^N-  ""^ 


•    ';    \/(è)'*(ir-'' 

qui  ,  réunies  à  l'équation  de  Ja  surface  z^^J\x,j) ,  doi- 
vent .fiervir  à  déberminec  le  mouvemect  du  point  maté- 
riel tft  la  résisliihce  c!e  la  surface  désignée  par  N.  Dans 
ces  équations,  ks  coordonnées  x^}%:;  appartiennent  au 
point  de  1^  jsurface  où  se  trouve  plnc€  le  point  matériel  à 

7l     -^         *  •  X 


# 


igitizedby  VjOOQIC 


~  r36  — 

la  fin  du  temps  t;  «j-  et  —  représentent  les  yaleurjï  que 

jhnomeiit  «ggi  ce  p%iQ|  les  coefficients  difiepi^Mùds  de  1^ 

fcnictioii ^  déduits  de  Féqujitîon  z^{y^x). 

<152.  Geli)  posé»  soit  dis  féléffifnt  de  la  trajectoire  A 

|Mint  matériel  décrit  pendant  réiémeni  dti  temps  dt , 

dont  les  projections  sur  les  axes  sont  représentées  resr 

{^ectivement  par  dx^y.dz.  Cet  élément  formç  un  anflê 

droit  avét  la  normale  à  la  surface.  Par  conséquent ,  if 

Ton  multiplie  respediTement  leg  éqtiatiions  précédentes 

âb?  dv  dz 
par  -Tfrr*T>  et  si  00*  W  ajoute,  le  terme  contenant  N 
.        ds  ds  ds  , 

4Mparattra ,  et  iV  tieuArs^ 

d.vd^gC'irdy^y'\^zd'z 


de 

bu  (eomme^em  n*  lii^T) , 


-^\€lx^Y4y'^'£d%, 


d'où  fon  déduit 


m 


(i)-'"(S)=i'^- 


Ainsi  les  proposMiHis  des  n^  144  tt  149  relatives  au 
Ipouvem^Qt  d'un  pohit  matériel  libre  conviennent  éga*     , 
lement  au  mouvement  d^un  point  matériel  assujetti  à  se. 
mouvoir  dans  une  s^rfaee  donnée.  L'acâroissement  de 

*  la'  force  vive  dani  un  temps  donné  est  toujout»  égal  au 
,    double^de  la  quantité  d'action  produite  par  les  ftrces 

.  a^ssant  smr  le  point  matériel.  Si  le  poini  matériel  Qi'est    « 

•  sdlicité  par  aucilne  foreè,  sa  vitesse  initiale  se  conservé   ^  ^ 
'sikf\s  altotation.  ,      .    "  •  ^ 
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fS3.  f^mai  à  la.lîfiie  décris»  par  le4>omt  inaiéMl; 
/xLOUs  tenMirquQ9»iis  qu'en  élin^nant  N  enlre  les  trois  « 
«Bfuatîons  du  à**  151 ,  c«a  troave  les  deux  ciiyaidtô , 


m 


n-^ 


*ésib^AéÊffnè\les  on  pourra  rolnplacçr  m  ( -r y  J»^  *' 

prfwk»'m(-^°^4.Y         trouvée  1t5è-dessus.  Mettautdé 

,  pH^  à  la  place  4e  /sa  Valeur  en  x  et  j^  tirée  de  IféquaCipii 
delà  atirface,  le»  deux  éqùa«i«ns précédcBtes  ne  cqntien- 
dmijt  plus  ijue  ces  deux  variables.  Elles  pourront  servk 
à  déterminer'  la  projection  de  la  traj^toire  demandée 
sur  }e  jplan  des  a^  lorsque  la  vitesse  initiée  du  p©lut 
matéri^.aura  été  donnée  en  grandeur  et  en  direction. 

•     "■  184.  Enfin,  quant  à  la  pression  normale  représentée 
V  |iar*fî  ,  si  Ton  multiplie  chaciAe  des  trdîs  équation»  du 
n*iH  par  le  coefficient  de  S  dans  cette  équation,  et  si 
Ion  ajoute ,  il  viendra        ^^  •       ^  ' 

dx  dy  *       '  *i        dx  dy 

•  J}:^ ,  —    - -^—  m  i--^  « _  " — ~~ 
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W  f/Êem$6r  ^HÊmt  M^éieAte  évMtmiiieirt  uïie  force  Égale  .  ^ 
»  «t  dire^ement  opposée,  à  la  composante  de  la  for#e  Riif-^  ' 
rigée  daôs  le  fsns  de  la  nonnale  à  la  surface.  A  TégâM 
du  secoiyl  terme ,  il  peut  s'écrire 

Or,  d  après  les  expfesaîoms  dès  ^sioim^^s  angles  fôrniés 
par  le  rayon  de  courbure  p  d'une  courbe  avec  les  axés , 
qui  ont  été  données  n**  236  des  Leçons  cParm^se,  si  Fon 
,]!l»imiie4  l'angle  formé  par  le  rayon  de  courlj^idie  de^lil* 
trajectoire  avec  la  normale  à  la  sjuface ,  on  aura 


ou, en  effectuant  fe&difiéi:^}îations  indiquée»,  et  dbêer- 
Tant  que  ^z=i  —  dx-^-  —  dy ,  J>uisqu«  les  çObrflon- 
jiées  Xyj-^^  doivenl  satisfaire  à  i'-équation  de  la^  surface, 

û     dx  dy 


Vt^w^)*' 


On  voit  donc  que  le  se^nd  t^ofe  dje  Texpret^on  pré-  ' 
cédente  de  ;N  peut  s  écrire  .  .         ïÎ 


ù\dtJ 


COS.iJ/, 
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eX  par  conééqmfft  que  ce  teniK  re|>résen4;e  uu/s  ioc^e 
«é'gale  et  directement  à  la  fonpe  centrifuge  Avee  au  mou* 
y^pient  du  point  matériel  dans  $a  trajectoire  décomposée 
dans  le  sens  de  la  qormafe  à^la  surface. 

AMfei  la  pression  normale  soufferte  par  la  surface  est 
la  somme  de  deux  ibrees  »  dont  rune,est  hl  cobiposante 
pej^pendiculaire  à  la  surface  de  la  force  ^gtèsant  sur  le 
poftit  ma-tériel,  et  Vautre  la  composante  également  per- 
pendiculaire à  la  surface  de  la  force  centrifuge  dont  cç 
point  est  animé ,  'force  cpii  sera  connue  quand  la  figure 
de  la  tr/ljecÉoire  ser«  détermi&ée. 

165^.  Il  y  a  deux  cas  particuliers  qui  doivent  étrecon- 
.  ridérés  à  part,  celui  où  la  forcé  R  est  constamment  diri- 
gée suivait  la  normulÀ  h  la  surfaèe  sur  laquelle  se  meut 
le  point  matériel,  et  celui  où  cette  force  est  nulle.  On  a 
dans  le  preiiiâer  cas  dr  =  o ,  et  dans  le  second  cas  Ion 
*  lt=rt>.  L'équatiou  <)btenue  tb   152  se  réduit  çlonc 

,  ds-     dso    1,   /  ,,  ,-'  t       .  *.    .  .  f     I 

a  -jT  ^  2:»  d  ou  1  on  conclut  cfue  la  Vitesse  uutiale  du 

point  matériel  se  cd]is«:^e  sans  altération.  Il  en  résulté 

I  ds  ^  1>  7, 

que  Iç» rapport  -r;  est  xonslant^  ou  guc  1  on  a  |ï  ^=o.    ; 

-  156.  Les  éqiïations  de  la  trajectoire. obtenues  n*  153: 
,  deviertnent  dans  les  deux  cas  dont  il  s'agi*  *  '   " 

d%  dz        •* 

rf  j:4- ^  rf'z;±=0,  .dy+-wd^z=i%i 

et  elles  i«diq  uen  L  que  I  e  plan  osculateur  de  la  trajectoire 
est  ici  un|)lan  normal  à  la  surface.  En  effet,  en  mettAnI 
pour  d*x  est  dy  les  valeurs  données  par  les  él|uaftioas 

'\)récéde<^tes  dans  Fex  pression  de  cos  4*'dU  n°  iJS\,  cette 

'expressiQp  -d  (ni  ont 
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Or,  lorsque  d's=^o,  la  valeur  de.  p  se  réduit  à 

ds* 

c'e$t-àrdire  en  mettant  également  pour  d*x  et  d'jjm 
valeurs  données  par  les  équations  précédentes ,  à 

Donc  nous  avons  ici  eosf  = — 1.  Ainsi ,  la  difection  du 
rayon  de  courbure  de  1^  trajectoire  coïncide  (instam- 
ment avec  celle  de  la  normale  à  la  surface. 

•% 

157.  n  est  évident  ^'arprès  cfila  que  la  presisioii  K 
exercée  contre  la  surface  est  ii^i  la  somme  delà  force R  et 
de  la  force  centrifuge  du  po^it  matériel ,  pui^qitp  ëes 
deux  forces  sont  également  diriges  suivant  la.  normal^  ^ 
et,  par  conséi[uent,  cette  pression,  si  aucunç  ftirce  n'agit 
9xr  k  point  matériel,  se  réduit  à  la  force  cen^ifuge. 

Le  caractère  géométrique  consistant  en  oa  queJe  pl^ 
u>8culeteiir  de  la  trajectoire  est  constammait  normal  à 
la  surface ,  appartient  à  ia  courbe  que  Ton  obtiendrait 
si  Ton  entneprena^t  d'appliquer  sur  la  surface  une  banda 
d'une  largeur  très-petite  sans  duplicature.  Il  appar^i^i^ 
également  à  la  Kg9e  suivant  laquelle  &'a|ipliquërait  sur 
Ia-*9urface  un  iil  tondu  enti»  deux  points  d^ipés^  ab- 
straction'faite  de  toute  résistance  prpvenant  d^  frotte*- 
menfc.  JËnfin ,   le*  caractère  géoiôétii<nie  dont  «il  s'agilf 
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COUTÎcnt^Acare  «ux  Kgncs  tracées  sur  k  surface  de  la 
terre  par  àm  alignements. 

X.    MotJVSMElIT   ifvvf   POINT   MATÉlOEfi   PESANT   9CK   UNE 
COURBE  D^WirÉE. 

158.  QueUe  que  soit  la  ligne  décrite  par  un  point  ma- 
tériel pesant,  le  mouvement  de  ce  point  est  assujetti  à  l^ 
èbadition  exprima  par  l'équation 

p*— f'o'=*2^(a— Zo)  : 

z  représegate  la  distance  du  point  matériel  au  plan  ho- 
rizontal des  xy  au  bout  du  temps  t^  et  ^  la  vitesse  de 
ce  point  au  bout  de  ce  même  temps  ;  Zo  et  i^o  soiit  les 
valeurs  initiales  de  z  et  i/.  L^ordonnée  z  est  comptée  de 
Iwuit  en  hm^  (fams  le  sens  de  l'action  de  la  gravité  ;  g  re- 
présente la  titesse  que  la  gravité  imprime  dans  l'unité 
éet  temps  aux  corps  qui  cèdent  librement^  son  action. 
Cette  équation  n'est  que  l'application  du  principe  établi 
dans  le  n**  147,  et  qui  consiste  en  ce  que  la  force  vive  ac- 
quise par  le  point  matériel  dans  un  temps  donné  est 
toujours  numériquement  égale  au  double  des  quantités 
d'action  produites  dans  le  même  temps  par  les  forces  qui 
sollicitent  ce  point. 
"  Si  la  vitesse  initiale  est  nulle',  on  a  simplement    • 

La  vitesse  licquise  par  le  point  matériel  ne  dépend  dose 
nullement  de  la  figure  de  la  courbe ,  mais  seulement  de 
k  différence  de  niveau  entre  les  points  de  départ  #t  d^ar- 
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mie.  Btteeti  Umjours  4m^  à  cM^  d^jpNreocéirdb^ftvMi^ 
comme  si  Je  point  était  *toii»bé  v«rticalemwt.  {f^ofez 

159.  Lorsqu'un  point  matériel  pesant  p^court  une 
«ourbe  quelconque  qui  %  des  sinaosités  dans  le  s^s 
vertical,  la  vitesse  varie  continuellement^  et  ses  nsaxima 
ou  i^biima  ont  lieu  dans  les  points  de  la  courbe  où  Ter- 
donnée  verticale  z  a  elle-même  ses  maT^ima  et  minima, 
(/est«à-dire  dan»  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
est  horizontale,  et  où  1^  point  maUériel  pourrait  se  main- 
tenir a»  éqmilîbre.  •  * 

La  vitessf  devient  nulle  lorjsque  le  point  matériel  se 
retroure  dans  le-^n  horizontal  où  il  se  trouvait  quand 
il  a  commencé  à  descendre  avec  une  vitesse  nulle.  Aiiisi, 
un  point  matériel ,  par  l'efTet  de  sa  vitesse  acquise  dans 
sa  descente ,  peyt  toujours  remonter  au  niveau  de  son 
point  de  départ, 

.  160.  Le  mouvement  d'un  point  matérie^l  pesant  dans 
une  courbe  donnée  dépendant  uniquement  des  difff- 
tences  de  niveau  de  ses  parties,  on  peut,  concevant  la 
surface  cylindrique  «erticale  qui  contient  cette  courbe, 
imaginer  cette  surface  enveloppée  sur  une  autre  surface 
cylindrique  verticale  à  base  quelconque.  Le  mouvement 
d'un  point  matériel  pesant  sur  la  nouvelle  courbe  ob- 
tenue de  cette  manière  s'opérera  comme  sur  la  courbe 
proposée. 

161.  La  pression  exercée  contre  la  courbe  v^rig  en 
général  d'un  point  à  l'autre.  D'après  le  n°  148,  elle  est 
toujours  la  résultante  1"  de  la  composante  du  poids  mg 
du  cArps  dirigée  perpendiculairement  à  la  courbe  dans 
le  pla»  vertical  qui  la  touche  au  point  où  se  trouve  le 
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})atB4  mai^ètiel,  T  de  4a  force  centiSfoge'  _,    ou 

«»-(^j  ,  qui  est  aussi  dirigée  perpendiciilaireijeBt  à 

la  courbe ,  mais  dans  le  plan  osculateur ,  et  c{ui  tend  à 

*  élSignèr  le  point  matériel  du  centre  de  courhure  de  cette 

«  couine* 

Si  la  courbe  est  tracée  dans  un  plan  vertical,  les  deux 
p^'s  dont  on  vient  de  parler  se  confondent  avec  le  jJaa 
même  dç  la  courbe ,  et  la  pression  qu'elle  supporte  est' 
la  somme  de  la  force  centrifuge  et  de  la  composante  du 
pcAds  du  poi:ot  matériel  dirigée  perpendieulairemeitt  à 

^la  courbe. 

162.  La  relation  entre  les  espaces  parcourus  sur  la 

••courbe  et  le  temps  se  déduit  de  Texpression  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel.  L'équation  du  n*  158  donne 

ds 


W--^^ 


'+aiff(^^r"-î«o) ,  '  d'où,    dtz=- 


équation  qui  dosera  t  en  fonction  de  z  ou  de  s. 
r  163':  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  poûit  ma- 
titml  se  meut  sur  une  ligne  drtïite  înélinée.  Soit  a  Tàn- 
glp  formé  par  cette  ligne  avec  îa  verticale  :  on  aitra 

jfe'  dz 

~^sïp\^  et  ^  =  COS.  a.   La   pression  exercée  par  Iç 

point  matériel  sera  simplement 

rng,s\n.y. 

L'expression  précédente  de  dt  deviendra     '  ' 

ds 


dt=r 


\/ifo^-^2gC(V^.  {S—Sn) 
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et  étapt  îDlégrée'  de  m^aière  ^vm  ssss^  qumà  1^*9.0  ^ 
dpipteca 


fsc- 


nee,  on  a 


Ce  résultât  ne  diflàre  point  de  cdhxi  qtii  cpnviepÉ  à  im 
corps  cédant  librement  à  laction  d'une  force  ac^éra- 
trice  constante  qui  lui  imprime  dans  l'unité  de  temps  la 
vitesse  g  cos.a ,  c'est-à-dire  la  composante  de  la  vitesse^ 
4ans  }e  sens  de  la  ligne  fticlinée. 

16('.  On  f>eiit  remarquer  que  si  le  corps  part  saAs  vi- 
t^8«e  initiale  de  l'extrémité  supérieure  de  la  ligne  ûndi- 

simplement  *  =^  \  /  f —  Par  consê- 

y      g  COS.  a 

quent,  sil'oncon^dérait  des  lignes  diversement  inclinées 
AC,AG',  etc. ,  (y%.  18),  et  qu'on  voulût  les  assujettir 
à  la  condition  qu'un  point  matériel  partant  du  pokit  A  ar- 
rivât à  l'extrémité  de  chacbne  dans  1«  même  temps ,  îè 
litudrait  leur  doilner  des  longueurs  telles  que  le  rappott 

ftlt  constant;  d'où  l'on  conclut  que  ces  li^n^s  de- 

V^aÉent  se  terminera  la  ctvconféfence  d'un  cercle  passant 
panle^oint  A. 

165.  Dans  les  cas  naturels  ,  lorsque  les  corps  glissent' 
le  long  d'une  courbe  en  cédant  à  l'action  de  la  gravité,  il 
existe  des  résistances  qui  en  altèrent  les  mouvements,  . 
LTiypothèse  qui  sera  en  général  le  moins  éloignée  de  la 
vérité ,  quand  il  s'agit  d'un  corps  solide ,  consiste  S  re- 
garder la  résistance  comme  due  à  un  frottement  dont 
l'intensité  est  proportionnelle  à  la  pressidn  exercée  con- 
tfitla  €Otirli«.  On  écrirait  alors  pour  exppmer  Içs  coiidî- 
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tions  du  mouvement  d'un  corps  pesant  glissant  sur  une 
courbe  contenue  dans  un  plan  yertical,  l'équation 


m 


iPs  dz       r       dx        i/d$\\ 

dê=''^d^-\^'«'ds^'^Adi)  } 


y  désignant  le  rapport  du  frottement  à  la  pression. 

Dans  quelques  cas,  il  pourrait  être  nécessaire  de  con- 
sidérer la  résistance  comme  dépendant  de  la  vitesçe  du 
point  matériel ,  et  d'ajouter  au  second  membre  un  terme 
de  la  forme 


-[4«(iy]. 


B  et  G  désignant  des  coefficients  constants. 

L'intégration  de  cette  équation  fera  connaître  la  loi 
du  mouvement. 

166.  Si  r<m  suppose,  comme  dans  le  n*  163,  le  point 
matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  ligne  droite 
formant  un  angle  a  avec  la  verticale ,  l'équation  précé- 
dente deviendra ,  en  désignant  toujours  par  p  la  vitesse 
de  ce  point  à  la  fin  du  temps  t , 

du 
m  -j-=iwg^(cos.«— /sin.3t)-r(B<M^p'). 

Cette  équation  ne  diiière  point  de  celle  qui  a  été  trai- 
tée dans  le  11®  103.  Le  mouvement  du  point  matériel  sur 
la  ligne  inclinée  est  égal  au  monvement  qui  aurait  lieu 
sur  une  ligne  verticale  si  la  gravité  était  réduite  dans  le 
rapport  de  cos.  a — «ysin.  %  à  l'unité.  Ce  mouvement  de- 
vient uniforme  lorsque  la  valeur  de  la  vitesse  v  satisfait  à 

la  relation 

/wfl^(cos .  a— /sin .  .<)=sB^4-Cf'' . 

10 
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MéUifêméfit  ttuH  point  niatériel  pesant  dans  le  cercle,  — 
Pendule  cttcutaire, 

167.  Êonsidéfons  un  poin^  matériel  pesant  assujetti  à 
se  mouv'Oir  datis  un  cercle  donl  AB(^^.  19)  est  le  diamètre 
vertical.  Soit  M  la  position  initiale  de  ce  |)oint  et  i^^  sa 
vitesse  initiale.  En  cédant  à  l'action  de  la  pesanteur,  il 
descendra  sur  Tare  MA.  Parvenu  au  point  inférieur  A , 
sa  vitesse  sera  la  plus  grande  possible.  IL  montera  ensuite 
avec  une  vitesse  décroissante  Tare  AN,  et  lorsqu'il  arri» 
vera  en  N  au  niveau  du  point  de  départ  M ,  il  aura  la 
même  vitesse  i^^  cpi'il  avait  en  ce  dernier  point.  Si  v^ 
surpasse  la  vitesse  due  à  la  hauteur  BP,  le  point  jna-r 
tériel  montera  de  N  en  Ê,  et  dépassant  ce  point  redes- 
cetidhi  sUr  l'arc  BMA.  Dans  ce  cas,  il  continuera  à  par- 
courir dans  le  même  sens  la  circonférence  du  cercle,  les 
maxima  et  minima  def  In  vitesse  «ayant  li^U  respective- 
ment aux  points  A  et  B. 

Mais  si  ^«  est  nulle,  ou  seulement  moindre  que  la  vi-^ 
tesse  due  à  la  hauteur  BP,  le  point  matériel  ne  pourra 
pas  monter  jusques  au  point  B.  U  rédescei^drâ  donc  sur 
l'arc  BNA  à  partir  du  point  où  sa  vitesse  est  devenue 
nulle,  puis  remontera  sur  l'afc  AMB  jusques  au  niveau 
de  ce  dernier  point.  Le  point  matériel  continuera  ainsi 
à  ostiller  dans  le  cercle ,  c'est-à-dire  à  parcourir  iUter- 
notivement  en  sens  opposés  une  portion  de  la  circon- 
férence formée  de  deux  arcs  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  vertical  AB.  La  vitesse  de  ce  point  sera  nulle 
aux  extrémités  supérieures  deô  deux  arcs ,  et  la  plus 
{grande  possible  au  point  inférieur  A.  Les  temps  em- 
ployés par  le  point  matériel  à  descendre  sur  l'un  des  arcs 
et  h  monter  sur  l'autre  seront  égaux  entre  eux. 
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168.  Supposons  les  poi»U  du  cercle  rapportés  aux 
deux  axes  borizootal  et  vertical  Ax,  A^,  passant  par  le 
point  inférieur  A,  les  z  étant  comptés  de  bas  en  haut. 
Soit  M  la  position,  intiale  du  point  matériel  et  z^  l'or- 
donnée du  point  M.  Admettons  qu'au  bout  du  temps  t 
le  point  matériel  soit  parvenu  au  point  m,  dont  les  coor* 
données  sont  of  et  ^ ,  km  sera  F^rc  désigné  par  s.  Pour 
appliquer  ici  la  formule  du  n*  162 ,  il  faudra  donner  aux 
différentielles  dt  et  ds  des  sigties  contraires,  et  changer  le 
«igné  de  ^^  parce  que  la  gravité  est  dirigée  de  manière  à 
dîminuer  1^  z-  Ifous  aurons  donc 


ds 
dt=^ 


ou ,  parce  que 


dt:=:^ 


ds=:dz. 


r,dz 


Ainsi  l'intégrale 


— r.dz 


i 


|/  (2rBr-3f)[f/.^4'%-(5«— «)J 


représente  le  temps  employé  par  le  point  matériel  à  par- 
courir lare  Mm  dont  les  coordonnées  des  points  extrêmes 
sont  z^et  z, 

169.  Nous  considérerons  le  cas  où  le  mobile  part  du 
point  M  sans  vitesse  initiale ,  et  nous  chercherons  le 
temps  T  qu'il  emploie  à  descendre  au  point  inférieur  A. 
L'expression  précédente  donnera 
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«[ui  peut  s'écrire 
T 


ou  en  développant  le  facteur  M — —  1 


On  remarquera  d'abord  que 


d%  2z — z» 

-=r  arc.  sm. 


]i/^^ 


z 


Zo 


par  conséquent 

Cz       dz 


'—ff. 


Jo  i/zoZ'-Z' 

n  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. Quant  aux  intégrales  relatives  aux  autres  termes 
de  la  série ,  qui  sont  toutes  de  la  forme 

f  Zo     z^dz 


Jo  l/zoZ'-Z* 


leurs  valeurs  dépendent  les  unes  des  autres  et  peuvent 
s'exprimer  au  moyçn  de  la  précédente ,  comme  on  Ta  vu 
dans  le  n*  287  des   Leçons  d'analyse»   On  peut  d  ail- 
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leurs  s'en  assurer  d'une  manière  fort  simple  en  ol>ser- 
vant  que 


rf.(«M/z.2-z')=(«4-  \  V  /'^'^     -  («+^) 


On    aura    donc,   en  intégrant  les  deux  membres  de 
cette  équation  depuis  z  ==  z^  jusqu'à  2  =  o ,   puisque 
l'intégrale  du  premier  membre  est  nulle  entre  ces  li-, 
mites  ^ 


2oZ-*— 8 


Cette  relation  »  en  faisant  successivement  n=zo,  ra  :=  1, 
ns=2,  etc.,  donnera,  à  partir  du  second,  tous  les  termes 
de  la  série  précédente ,  laquelle  deviendra 

-i\/7J-(î)'(è)-(rî)"(^)V(ii|)-(^)-j. 

Le  point  matériel  parvenu  en  A  emploie  pour  s'élever 
en  N  au  niveau  du  point  de  départ  M  le  même  temps 
qu'il  a  employé  à  descendre  de  M  en  A.  La  durée  d'une 
oscillation ,  c'est-à-dire  le  temps  nécessaire  pour  que  le 
point  matériel  parcoure  l'arc  MAN,  est  double  de  la 
valeur  précédente  de  T. 

170.  Soit  a  l'angle  MCA  formé  par  le  rayon  CM  qui 
répond  au  point  de  départ  du  point  matériel  avec  le  dia  - 
,  mètre  vertical  AB.  On  aura 

2p       4  ,^  ,         Zo      i  à* 

~-=  -- (1 — cos.a),  ou  r-  =  -.-r — etc. 
2r       2  '         2r      2  2 

Si  lare  11  est  très-petit ,  l'expression  de  la  durée  d'une 
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ûM^illatk)^  se  réduira  donc  ^  en  ne  comerraiit  qat  ks 
deux  premiers  termes  de  la  série ,  à 


zTm 


VîiO' 


iBt)  «ti  »e  négligeant  qu'une  quantité  très>f>etite  du  se- 
cond ordne  ^  à 


-=V7 


Ainsi ,  la  durée  des  petites  ^dilations  circulaires  d'un 
point  matériel  est  indépendante  ^e  Tauplitude  de  ces 
oscillations ,  propriété  qui  s'exprime  en  disant  que  ces 
oscillations  sont  isochrones^  c'est-à-dire  que  leur  durée 
est  la  même ,  quelle  que  soit  leur  étendue.  Cette  durée 
est  égale  au  temps  qu^emploierait  un  corps  pesant  à 
tomber  d'une  hauteur  é^ale  à  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  multiplié  par  le  rapport  «r«  Une  coûrhe  quel- 
conque pouvant  être  regardée  comme  se  confondant 
dans  une  étendue  très-petite  avec  son  cercle  osculateur , 
la  formule  précédente  exprimera  également  la  durée  des 
oscillations  d^un  point  matériel  sur  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  un  plan  vertical  dans  une  étendue 
très-petite  de  part  et  d'autre  du  point  où  la  tangente  est 
horizontale ,  r  désignant  le  rayon  de  courbure  dans  ce 
point. 

171.  Les  résultats  des  deux  n^*  précé^letits  donnent 
la  loi  des  oscillations  de  ce  qu'on  nomme  le  pendule 
simple,  c'est<i-dire  d'un  point  laatériel  pesant  suspendu 
à  un  point  fixé  au  moyen  d'un  fil  inextensible  et  sans 
masse.  En  supposant  ce  point  maténid  placé  hors  de  ia 
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verticale  qui  pa$sa  par  le  p^îDt  nie  tftuspeusion  y  puis 
abandonné  san^  yitesçe  initiale  à  raeiion  cte.la  gravité^ 
il  fera  de  part  et  d'autre  de  cette  verticale  des  oscilla^ 
lions  circulaires ,  dont  la  durée ,  abstraction  faite  de 
l'efiet  de  la  résistance  de  l'air ,  eat  donnée  par  l'expres- 
sion de  âT.  La  longueur  du  fil  est  représentée  par  /*. 

Gomipe  il  est  aisé  de  compter  ie  nombre  des  oscilla^ 
lions  faites  par  un  pendule  dans  un  certain  intervalle>de 
temps ,  et  par  conséquent  de  connaître  la  dinée  de  cha- 
cune de  ces  oscillations ,  ce  genre  d'observations  donne 
une  évaluation  exacte  de  la  quantité  désignée  par  g, 
c'«strà^ire  de  la  vitesse  que  la  gravité  imprime  aux 
corps  pesants,  ou  du  double  de  l'espace  que  cette 
force  peut  leur  faire  parcpurii*  daps  la  première 
unité  de  temps  de  leur  chute.  Mais  im.doii  considérer 
que  rbjpotbése  du  pendule  simple»  c'est-àndire  d'un 
corps  dopt  la  masse  est  concentrée,  à  leictrémiié  du  .fil 
de  suspension ,  ne  peut  être  réalisée-  Il  est  nécessaire 
d'avoir  égard  au  volume  et  à  la  %ure  du.corps  oscillant, 
ce  qui  donne  lieu  à  une  nouvelle  qu^esjtion  qui  exige  un 
principe  spécial  et  dont  on  s'occupera  dans  ia  suite.  Il 
est  également  nécessaire  d'avoir  égard  à  la  diminution 
que  subit  dans  l'air  le  poids  des  corps,  à  l'efiet  de  la  ré- 
sistance que  ce  fluide  oppose  au  mouvement  du  corps 
oscillant,  à  l'influence  du  mode  d«  «u^pensioa,  et  à  quel- 
ques autres  circof|stan<çes.  .     ' 

17^.  Eu  revenant  à  la  considération  du  pendule  sim- 
ple ,  on  peut  remarquer  que  le  fil  de  suspension  sera 
constamment  tendu.  La  tension  de  ce  fil  n'est  autre 
cl^se  qm  la  pression  exercée  par  Je  point  nuvtériel  contre 
la  courbe  qu'il  est  assujetti  à  décrire,  {>re«sion  dont  la  va- 
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leur  a  été  indiquée  n*  161. Lorsque  le  point  matériel  est 
€inm(^g,  19),  la  composante  du  poids  m^dans  le  sens  du 

rayon  Cm  est  mg.     ..      ;  et  la  force  centrifuge  de  ce 

point  matériel  est  m.  — •  =  m.-^— -.  La  tension  du 

'  r  r 

fi},  qui  est  la  somme  de  ces  deux  forces,  est  donc  expri^ 
mée  par 

mg. . 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  dans  la  cycloi/ie* 
—  Pendule  cycldidal. 

173.  Soit  une  cjcloïde  DAD'  dont  raxeD]y(/%.20)  eftt 
^(Mrizcmtal,  A  étant  le  point  le  plus  bas  de  cettecourbe»  et 
AB  le  diamètre  du  cercle  générateur,  que  nous  désigne- 
rons par  a.  En  représentant  comme  ci-dessus  par  z^  et  z 
les  hauteurs  verticales  au-desfus  du  point  A  de  la  po- 
sition initiale  M  du  point  matériel  pesant  et  de  ta  po« 
sition  m  où  ce  point  se  trouve  au  bout  du  temps  t ,  nous 
aurons ,  comme  au  n^  168 , 

ds 


dt^. 


K^o"+2^(2,— »)  ' 


S  représentant  Tare  hm.  Mais  par  la  nature  de  la  cy- 
cloïde  (  uoyez  le  n®  191  des  Leçons  d'analyse  ) 

$tas2^az,  et  ds  =  dz  \/  —  : 

Téquation  précédente  devient  donc ,  en  supposant  la  vi^ 
tesse  initiale  nulle , 
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En  migrant  comme  an  n"  169,  cette  expression  donne 


aV   g 


arc.  cos.- 


pour  Texpression  du  temps  employé  par  le  point  maté- 
riel à  descendre  de  M  en  m. 

Le  temps  T  employé  par  ce  point  pour  descendre 
de  M  en  A  est  donc  exprimé  par 


-iV/j 


Ainsi ,  le  temps  de  la  descente  d'un  point  matériel  sur 
un  arc  de  cycloïde  jusqu'au  point  inférieur  est  indé- 
pendant de  la  longueur  de  cet  arc.  Une  courbe  qui  a 
cette  propriété  se  nomme  courbe  tautochrône.  La  pro- 
priété dont  il  s'agit  n'appartient  qu'à  la  cycloïde,  ou 
aux  courbes  à  double  courbure  que  l'on  formerait  en 
pliant  la  cycloïde  sur  un  cylindre  vertical  à  base  quel- 
conque. Lorsque  le  corps,  parvenu  au  point  A,  montera 
en  M' ,  puis  oscillera  en  parcourant  alternativement  en 
sens  opposés  l'arc  MAM',  la  durée  des  oscillations  sera 
le  double  de  l'expression  précédente ,  c'est-à-dire  égale 

à  iry  JÎ,  quelle  que  soit  l'étendue  de  cet  arc. 

174.  On  doit  remarquer  que  l'expression  T=-V -f 

ne  diffère  point  du  premier  terme  de  la  série  obtenue 
n*  169 ,  dans  lequel  on  remplacerait  r  par  2a.  Ainsi ,  la 
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durée  des  oscillalions  dans  la  cycloïde  est  égale,  quelle 
que  soit  leur  amplitude,  à  la  durée  des  oscillations  très- 
petites  d'un  pendule  circulaire  dont  la  longueur  serait 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  de  cette  cy- 
cloïde.  De  plus ,  si  Ton  place  en  CD  et  CD'  deux  moi- 
tiés d'une  cycloïde  décrite  par  le  même  cercle  générateur 
que  la  cycloYde  proposée  DAD',  les  parties  AD,  AD'  de 
cette  dernière  seront  respectivement  les  développées  des 
arcs  CD,  CD'.  Par  conséquent,  si  Ton  conçoit  le  point 
matériel  placé  à  l'extrémité  d^un  fil  parfaitement  flexible 
attaché  en  G,  dont  la  longueur  soit  CA  ou  âa,  et  qui 
oscille  de  part  et  d'autfe  de  la  verticale  AC  en  dévelop- 
pant les  portions  de  courbe  CDfiD\  ce  point  matériel 
décrira  des  arcs  appartenant  à  la  cycloïde  DAD'  ;  et  la 
durée  des  oscillations  de  ce  pendule  cycloiïdal,  quelle  que 
soit  leur  arafditude ,  est  la  même  que  la  durée  des  oscil- 
lations très-petites  du  pendule  circulaire  dont  AC  est  i^ 
longueur. 

XI.    MotJVEMERT  DtS  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE  ET  BAWS  «W 
MILIEU    RESISTANT. 

175.  Considérons  un  point  matériel  sollicité  par  lac- 
tion  verticale  de  la  gravité ,  et  qui  aurait  été  lancé  dans 
une  direction  et  avec  une  vitesse  données.  La  ligne  qu'il 
décrira  devant  être  comprise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  la  direction  initiale  de  sa  vitesse,  il  suffit  de 
rapporter  le  mouvement  du  point  matériel  à  une  coor- 
donnée horizontale  x  dirigée  dans  ce  plan ,  et  à  une 
coordonnée  verticale  z,  que  nous  supposerons  comptée 
de  bas  en  haut.  Les  équations  du  mouvement  seront,  en 
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désirant  par  g  la  vitesse  que  la  gravité  imprime  aux 
corps  pesants  dans  Tunité  de  temps, 

On  en  déduit  immédiatement 

V  est  la  vitesse  initiale  du  point  matériel  ; 
e  Tangle  formé  par  la  direction  de  y  avec  Taxe  ho- 
rizontal des  X, 

En  intégrant  une  seconde  ftris,  l'on  obtint 

jr  =  f.VcosJ, 

2  2=/.Vsin.6 2-/*. 

On  n ajoute  pas  de  <îOmi«tote  ,  parce  tju«  ïon  suppose 
IWigine  des  côofrdontnées  placée  dans  la  position  initiale 
du  point. 
L'expression  de  la  vitesse  a|wrès  le  temps  t  «st 

176.  On  a  poar  l'équation  de  Ja  trajectoire 

««BJr.tami.'O — x'.       ^        ■ 

®  av'cos.'ô  ■ 

o«*e  «onrbe  «t  >d«nc  «b«  paralwle.  Les  ewwdonnées  d« 
smamet  éont 
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La  Terticale  passant  par  ce  sommet  partage  la  courbe  en 
deux  parties  égales. 

Pour  déterminer  la  vitesse  ou  la  directi(»  initkdes 
qui  feraient  passer  la  trajectoire  par  un  point  déterminé, 
ona 


V=  \  /  — i± p,      tang.9= 

V    xsin.2Ô— 2zcos.*ô  ^ 

et  si  ztszo  , 


^       V   sin.2ô' 


8in.2ô=^^ 


Il  y  a  toujours  deux  directicms  initiales  correspondantes 
à  une  amplitude  donnée.  La  plus  grande  amplitude,  ou 

la  grande  valeur  x  = ^ ,  répond  à  0  =  r . 

177.  Les  questions  relatives  au  tir  des  projectiles  se- 
raient résolues  d'une  manière  trop  éloignée  des  effets 
naturels  si,  comme  on  Ta  fait  dans  les  n"**  précédents , 
osa  négligeait  entièrement  la  résistance  de  Tair.  On  sait 
que ,  potir  les  très-grandes  vitesses  qui  doivent  être  con* 
sidérées  dans  ces  questions ,  la  résistance  augmente  sui- 
vant une  progression  plus  rapide  que  celle  du  carré  de 
cette  vitesse ,  et  d'ailleurs  elle  dépend  de  la  densité  de 
Tair  qui  varie  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire. 
L'appréciation  exacte  de  ces  circonstances  donnerait  lieu^ 
à  des  calculs  fort  compliqués.  Nous  supposerons  simple^ 
ment  ici  la  densité  de  l'air  constante,  et  la  résistance  pror 
portionnelle  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile^  Les  équa*^ 
tions  du  mouvement  seront 
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""W-^Klt)  Â        *"  -dé — Hâv'  'dT"^- 

S  longueur  de  l'arc  de  la  trajectoire  correspondant  aut 

coordonnées  jcr,  ^  ; 
K  coefficient  constant  dépendant  de  la  figure  du  corps  et 

de  la  densité  du  fluide. 

Ces  équations  peuvent  s'écrire  -. 

€Px_      Kdsdx 

^^ A*""      mdtdt* 

iPz  K  d$  dz 

(2) -T.—  — -""T-; g- 

dû  mdt  dt      ^ 

Il  &'agit  de  déduire  de  ces  équations  la  figure  de  la  tra-^,, 
jectoire  et  l'expression  de  la  vitesse  du  mobile  en  un 
point  donné  de  cette  courbe. 

L'équation  (1)  donne  immédiatement 

»  dx    w,  —  «-^ 

(3) -5-s=Vcos.9.c    *  . 

'  d», 

dz 
178.  Soit  fait  pour  abréger  —ssq,  ou  dz^qdx. 

^  dz  dx   d^z       dq  dx      d^x  , 

0»aun.^  =  î-^,^  =  3^^  +  ^., et  ce.  valeur. 

mises  dans  l'équation  {%)  la  cbangent  en 

^*^ dt  di         ^' 

ou  à  cause  de  Téquation  (3) 

^^^ dx        V'cos.V*'     ' 

ou 

dq,  |/ïï7«=r~;^-/~-rf5.e-  '; 
^   ^         ^  V  COS.  Ô 
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et  en  inlégrant 

bu  en  déterminant  la  constante  de  manière  que  l'on  ait 
en  même  temps  s  =  o,q  =  tattg.4 

(6) tang  6|/  l+tang.'ô— îJ/l-l-g* 

.  ,tang.HKl+tang.'&_      mg      /  '^«      \ 

179»  L'équation  (6)  donnant  une  relation  entre^  et  5 

-  fit 
fait  connaître  la  figure  de  la  courbe.  Ellixninant  0 

entre  cette  équation  et  Téquation  (5) ,  et  représentant 

par  Q  la  quantité 

oa  déduit 

dx- ^^ 


dz î??-^: 

k    Q  ' 


et  par  conséquent 
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Ces  intégrales  définies  étant  calculées  par  approxima- 
tion feront  connaître  les  coordonnées  du  point  de  la 
ooulite  dans  lequel  la  tangente  a  une  inclinaison  fixée 
par  la  valeur  de  gr.  On  pourra  donc  tracer  cette  courbe 
qui  se  trouvera  déterminée  par  une  suite  de  points  et 
par  la  direction  des  tangentes  tracées  par  ces  mêmes 
points.  Les  valeur»  de  jt  et  de  2  correspondantes  à  ^  =  o 
donneront  les  coordonnées  du  sommet  de  la  courbe. 
La  valeur  de  x  qui  répondra  à  la  valeur  o  de  z  donnera 
l'amplitude  du  jet.  ' 

La  courbe  n'est  point  ici  formée  de  deux  parties  symé- 
triques  séparées  par  le  sommet  ;  la  branche  descen- 
dante a  pour  asymptote  une  ligue  verticale.  En  efiet, 
soient  x!  et z'  deux  valeurs  de  x  et  jz  correspondantes  à  une 
valeur  négative  très-grande  de  q  que  nous  désignerons 
par  j'  ;  et  soient  également  x"  et  z'  deux  autres  valeurs 
de  Jt  et  z  correspoudantes  à  une  valeur  négative  q"  en- 
core plus  grande.  On  aura  sensiblement 

or,  la  première  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite  o  à 
mbsure  que  ^  et  (j['  sont  plus  grandes ,  tandis  que  la  se- 
conde expression  lend  à  devenir  —  —,  d'où  résulte  la 
proposition  énoncée.  . 
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L'équation  (6)  donne  la  longueur  de  la  courbe  en 
fonction  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 

180.  Pour  obtenir  l'expression  du  temps  nécessaire 
pour  parcourir  une  portion  donnée  de  la  courbe ,   on 

observe  que,  d'après  l'équation  (*),  A*  = dq.dx^ 

ou  en  remplaçant  dx  par  la  valeur  précédente  » 

d'où 

181.  Enfin ,  pour  avoir  la  vitesse  du  projectile  en  un 
point  donné  de  la  courbe,  vitesse  que  nous  désigne- 

dx*  * 
rons  par   i/,  on   observe    que  %f*  =  (l-f.ç^)  _-,  ou  à 

tu 
cause  de  l'équation  {k) , 

OU  en  mettant  à  la  place  de  dt  la  valeur  précédente , 

"-K     Q 

En  donnant  à  q  une  valeur  négative  de  plus  en  plus 
grande,  cette  formule  s'approche  de  plus  en  plus  de  la 

valeur  i^'  =  -—- ,  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultais  ob- 
tenus n*"  122. 
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»  132.  Considérons  maintenant  Je  cas  où  la  direction 
initiale  du  mouvement  s'écarte  très-peu  d'une  ligné  ho- 
rizontale. On  peut  alors  regarder  dans  la  partie  de  la 
courbe  située  au-dessus  de  Taxe  des  x  les  quantités  x 
et  5  comme  ne  différant  pas  sensiblement  Tune  de  l'au- 
tre. L'équation  (3)  devient 


et  l'équation  (5) , 


dx    _^    —X 

dt 


2K 


d'où  l'on  déduit ,  au  lieu  de  l'équation  (6) , 

y=tang.9--^(e»'  -l). 

Ge(te  dernière,  en  remarquant  que  dz=sqdx,  donne 
pour  l'équation  de  la  courbe 

m'g  {    -X      HK  \ 

dx  "^  """.c 

183.  L'équation  précédente  — ^  =  V.e      '"      donne, 

Texpression  de  la  vitesse  du  projectile  en  tin  point  quel- 
conque de  la  courbe.  Le  temps  nécessaire^  pour  c[u'il 
parcoure  une  partie  donnée  de  cette  courbe  est^xprimé 
f9r  la  formule  '^ 


m  (  ^x         \ 


11' 
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XII.  Mouvement  des  planètes  et  des  satellites.  — Lois 
DE  Kepler.  — Principe  de  la  gravitation  universelle. 

184..  Les  astronomes  ont  établi  d'après  Tobservation 
les.  lois  géométriques  des  mouvements  des  planètes 
autour  du  soleil  et  des  satellites  autour  des  planètes. 
Ces  mouvements  s'accomplissent  à  fort  peu  près  dans 
des  orbites  elliptiques,  et  sont  assujettis  à  des  condi- 
tions générales ,  appelées  lois  de  Kepler.  Jfewton  a 
déterminé  d'après  ces  lois  la  cause  mécanique  de  ces 
mouvements,  c'est-à-dire  la  nature  des  forces  dont  les 
corps  planétaires  sont  animés  et  des  actions  qu'ils 
exercent  les  uns  sur  les  autres.  Il  a  montré  que  ces  ac- 
tions sent  le  résultat  d'une  force  d'attraction  mutuelle 
existant  entre  toutes  les  parties  des  corp»,  et  dont  l'in- 
tensité est  réciproque  au  quarré  de  la  distance  de  ces 
parties.  Nous  indiquerons  les  notions  principales  sur  les- 
quelles ces  résultats  importants  sont  fondés. 

^Première  loi  de  Kepler.  Les  orbites  des  planètes  sont 
des  courbes  planes  ,  et  les  aires  décrites  par  les  rayons 
uecteurs  autour  du  centre  du  soleil  sont  proportionnelles 
aux  temps  :  d'où  l'on  conclut  que  la  force  qui  produit 
Je  mouvement  de  la  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil. 

185.  Cette  conséquence  résulte  immédiatement  de  ce 
qui  a  été  exposé  dans  le  n°  ikk.  Si  l'on  veut  la  démon^ 
trer  directement ,  soit  {fig.  21  )  A  le  cenire  du  soleil,  M 
celui  de  la  planète ,  MN  l'orbite,  que  nous  supposerons 
rapportée  à  deux^  axes  rectangulaires  Ax ,  Ay  passant 
par  le  centre  du  soleil.  Désignons  par.P,  Q  lescompo- 
sanies  dans  le  sens  des  x  et  des  ^  de  la  force  agissant 
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•  sur  ta  planète^  que  nous  supposons  dirigées  de  manière 
9  dUininuer  les  coordonnées  positives,  m  étant  la  masse 
de  )à  planète,  les  équatioAs'de  sou  tnouvement  seront 


On  en  déduit 


^f^^:£f=P,_Q., 


ou 


m ^ =Pr-Qx. 

Or,  xdy-^dx  eôt  le  double  de  Taire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  AM  lorsque  t  augmente  de  l'élément//^.  Donc, 
d'après  la  loi  énoncée ,  cette  quantité  est  constante  dans 
toute  rétendue  de  l'orbite.  Sa  différentielle  est  donc, 
nulle  ,  et  Ton  a 

P       X 
o=P^— QjT,         ou         -=j. 

La  foi'ce  dont  P  et  Q  sont  les  composantes  est  donc  diri- 
gée suivant  MA. 

.  Deuxième  loi.  Les  planètes  décrivent  des  ellipses  dowt 
le  centra  du  soleil  est  un  des  foyers ,-  d'où  Ton  conclut 
que  la  fdrc^  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète 
varie  en  raison  inver§e  du  quarré  de  la  distance  de  la 
planète  au  soleil. 

186.  Des  équations 

nous  déduisons 

dxd'x+djrdy         ,r,j    ,n^  ^ 
m ^3 =— (P^x+Q^)  ; 
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et  en  intégrant 

Tintégrale  du  second  membre  étant  prise  depuis  les  ya- 
leurs  correspondantes  à  un  instant  donné. 

Changeant  les  coordonnées  rectangulaires  ^ ,  j-  en 
'coordonnées  polaires,  appelant  r  le  rayon  vecteur  AM, 
et  tû  Tangle  de  ce  rayon  avec  Taxe  des  x,  ce  qui 
donnera 

jr=rcos.w,        ^=rsin.&)j 

et  nommant  F  la  résultante  des  deux  forces  P ,  Q ,  que  . 
Ton  sait  être  dirigée  suivant  MA ,  en  sorte  que 

P=Fcos.a>,  Q=:Fsili.<k>; 

Téquation  précédente  dévient 

m r-: =— aVFrfr. 


^-i' 


Et  comme  Ton  sait  par  la  première  loi  que  Taire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  AM  dans  le  temps  dl  est  constante, 
•      on  peut  écrire  ,  G  étant  une  constante, 

t*,d(à=:Cdt; 

ce  qui  change  cette  équation  en 


"'=-[(?^)"-?>-K 


Oa  en  déduit 

Cdr 


d(*i 


r\/ —C'—2r'Y- dr 
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*    ce  qui  déterminerait  la  figare  de  Forbite  si  la  force  cen^ 
traie  F  était  donnée  en  fonction  de  la  distance  r. 
'   En  différentiant  l'équation  précédente,  elle  donne 

1     i^-(?5-J 


F  *i  mC 


7^      2         dr 


ce  qui  détermin,^ra  la  force  F  lorsque  la  figure  de  Tor- 
bite  sera  connue. 

187.  D'après  la  loi  énoncée,  la  figure  de  Torbite  est  ici 
une  ellipse  dont  un  des  foyers  est  en  A.  L'équation  de 
cette  courbe  est  donc 


l+e.cos.(« — ^y 


en  représentant  par  '        . 

a  le  denfi-grand  ^e  de  Tellipse  ; 

e  l'excentricité  ;      ^ 

^  l'angle^formé  par  le'grand  axe  avec  Taxe  des  x. 

On  déduit  de  cette 'équation , 


1 


D'après  cela ,  lexpressicMi  de  F  du  n°  précédent  devient 

mC*     *     \,  .  •    F  G" 

d  ou      — —- 


F 

La  vitesse  — ,  que  la  force  dirigée  suivant  MA  qui  pro- 
duit le  mouvement  de. la  planète  pourrait  imprimer  à 
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cette  planète  dam  l'unité  de  tèmpa,  fQ«jt  dw«i  dans  toute 
rétendue  de  l'orbite,  proporticmnelle  à  3-. 

r 

Troisième  loi.  Les  quarrés  des  temps  des  réifolutions 
des  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands 
axes  de  leurs  orbites  :  d'où  Ton  ccmclut  <jue  les  mouve- 
ments des  diverses  planètes  sont  produits  par  une  même 
{prce  dont  l'intensité  varie  en  raison  inverse  des  quarrés 
des  distance»  de  ces  corps  au  soleil. 

188.  Les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  étaat 
proporHcmnelIes  au  temps,  l'équation  r^uiw  =  C.fi?t, 
dans  laquelle  r^d^-»  représente  le  double  de  Taire  décrite 
•dans  le  temps  dt^  donne 

en  désignant  par  T  le  temps  de  la  révolution  ^4^*  la  pla- 

F 
nète.  Mettant  dans  l'expression  de  —  du  n*^  précédent  la 

m  • 

valeur  de  C  qyi  résulte  de  cette  équation,  il  viendra 

a^ 
Le  rapport  ^  étant  constant  pour  les  diverses  planètes 

F 

d'après  la^.loi  énoncée,  la  valeur  de  —  pour  l'unité  de 

m 

distance  est  donc  aus^i  constante.  Donc  la  force  émanant 

du  soleil,  qui  régit  les  mouvements  des  planètes,  agit 

également  dans  toute  l'étendue  du  système  planétaire 

sur  des  masses  égales  placées  à  égales-  distance3  du  so* 

leîl.  Cette  force  ne  vari«  que  par  le  changement  de  la 

distance.         ^   *  ' 
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* 

•  Principe  de  la  gravitation  uniperselle, 

189.  Les  mouvements  des  satellites  autour  des  pla- 
nètes étant  à  fort  peu  près  assujettis  aux  mêmes  con- 

*  ditions  que  les  mouvements  des  planètes  autour  du  so- 
leil ,  les  résultats  précédents  conduisent  à  considérer  les 
mouvements  des  astres  comme  étant  Tégis  par  une  force 
d'attcacfîon  mutuelle  existant  entre  toutes  les  substances 
matérielles ,  proportionnelle  à  la  masse  des  parties  qui 
s'attirent,  et  réciproque  au  quarré  de  la  distance  "ac- 
tuelle de  ces  parties.  Cette  hypothèse ,  développée  par 
le  calcul ,  donne  les  lois  du  système  du  monde. 

La  force  d^attraction  qui  s'exerce  entre  deux  corps 
planétaires  doit  être  regardée  comme  émanant  de  toute;s 
les  parties  de  ces  corps.  Mais  leur  figure  est  à  fort  peu 
près  sphéjique ,  et  il  sera  démmitré  par  la  suite  que  la 
force  d'attraction  dont  il  s'agit  peut  être  supposée  éma- 
/ner  du  centre  des  planètes,  comme  si  toute  léUr  masse 
était  concentrée  dans  ce  point.  D'apr^  cela,  oonsidénons 
deux  corp^  planétaires  dont  les  if  ass«s  sont  respective- 
ment M  et  niy  la  distance  de  leurs  centres  étant  désignée 

•  par  r.  La  force  avec  laquelle  chacun  de  ces.corps  est  at- . 
tir^vers  l'autre,  exprkaée  en  unité  de  poids,  doit,  con- 
formément au'  principe  que  l  on  vient  d'énoncer  ,  être 

représentée  par*'^-^— ; — ,  en  désignant  par  jf  un  coefficient 

constant.  Ainsi,  ces  corps^étant  supposes  céder  librement 
à  cette  ^ttraçtiop,  le  premier  s'approcher^  du  second  en 

.  acquérant  la  vitesse 'ilj- dans  l'unité  de  temps,  et  le  se* 

cond  se  rapprochera  du,  premier  eu  acquérant  la  vi- 

*  r.M  ^  *        • 

tesse— ^  dans  l'unité  de  temps.  Donc,  si  l'on  considère 
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le  mouvement  relatif  du  second  corps  par  rappoii  au 
premier,  c'est-à-dire  le  mouvement  par  lequel  le  second 
corps  s'approche  du  premier  regardé  comme  fixe  dans  • 
l'espace ,  il  faut  regarder  ce  second  corps  comme  ac-f 
quérant  dans  l'unité  de  temps  la  somme  des  deux  vitesses 

*  précédentes ,  c'est-à-dire  la  vitesse-—-- — -. 

190.  D'après  ce  qui  précède ,  M  désignant  13  masse 
du  soleil ,  m  la  masse  de  la  planète  et  ;*  la  distance  actuelle 
des  centres  de  ces  deux  corps,  la  force  à  laquelle  sera  dû 
le  mouvement  de  la  planète  par  raj^rt  au  soleil  doit 
être  capable  d'imprimer  a  lâ  masse  m  de  la  planète  la 

vitesse   - — 5 dans  l'unité  de  temps.  On  devra  donc 

remplacer—  par*— — ——  dans  Téquation  du  n®  1S8,      " 
qui  deviendra^  ainsi 

Il  parait  4ûnc  que  dans  l^hypothèse  de  la  gravitation 

•  universelle  Je  rapport  =;^  n'est  pas  rigoureusement  le 

'  ••  '  . 

même  pour  toutes  les  planètes.  Si  les  observations  in- 
diquent une  valeur  constante  pour  ce  rapport ,  c'est 
parce  que  les  masses  des  planètes  sont  toutes  très-per 
tikes  par  rapport  à  la  masse  du  soleil.  * 

191.  La  coilbaissance  de  la  grandeur  du  rayon  de  la 
terre,  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur  à  sa  surface»  donne  # 
les  moyens  de  déterminer  les  rapports  des  masses  de' 
toutes  les  parties  du  système  solaire ,  et  l'intensité  de  la 
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petonteur  dans  les  divers  points  de  ce  système.  Soit, m  la 
massa  de  la  terre,  fA  la  masse  d'un  corps  placé  à  une  petite 
distance  au-dessus  de  sa  surface ,  et  p  le  rayon  de  cette 
^  surface.  Ce  corps,  d'après  le  n**  précédent,  tendra  à  s'ap- 
procher du  qenti:e  de  la  terre  en  acquérant  dans  l'unité 

de  t^mps  la  vitesse  — — j—   ou  simplement  -^  si  ^  est* 

très-îpôtite  par  rapport  à  m.  Donc  ' 

f.m- 

»  P 

g  désignant  la  vitesse  acquise  dans  l?unité  du  temps  par 
les  corps  graves  tombant  à  la  surlace  de  la  terre  (  en  fai- 
'  sant  abstraction  de  l'effet  du  mouvement  de  rotation 
•  pjropre  de  la  teye  et  supposant  la  terre  parfaitement 
spbérique).  £ln  comparant  cette  équation  à  la  précé- 
dente ,  on  a 


expression  du  rSpport  de  la  mafse  du  soleil  à  celle  de  la 
terre.  ^ 

192.  Soit  QjMiintenantune  autre  planète  dont  mf  est  la 


• 


masse,  a  le  grand  axe  de  l'orbite,  T' le  temps  de  la  ré- 
,  volution  ;  l'équation  du  n°  190  donnera 


ou  en  mettant  pour /'la  valeur  —,     ' 

♦  *     •     ■  ,  /»        . 

■■■■■♦  ,       -W.rt'î     „ 

•  m  =m  — ;— -  — M. 
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I^  rapport  entre  la  iuaase  m  d'une  planète  qui  a  un 
satellite  et  la  masse  M  du  soleil  peut  être  déterminé 
d'une  autre  manière.  Soit  f^  la  masse  du  satellite,  a  le 
dami-^and  axe  de  l'orbite  qu'il  déqrit  autour  de  la  pla* 
nète,  r  le  temps  de  sa  révolution.  L'équation  du  n*  190 
^appliquée  au  système  de  ces  deux  corps  donnera 

T 

et,  comme  l'on  peut  négliger  m  par  rapport  à  M,  et  fi  par 
rapport  à  m,  on  déduit  de  ces  deux  équations' 

193.  Pour  déterminer  la  vitesse  §f  qui  sers^t  impri- 
mée dans  Tunité  de  temps  aux  corps  tombant  à  la  surface 
d'une  planète  dont  la  ma^e  serait  m!  et  le  rayon  de  la 

surface  g^f/,  on  remarque  que  l'équation  *^^  =  g  rela- 
tive à  cette  planète,  étant  comparée  à  Téquation  sem- 
blable relative  à  la  terre  posée  n«  191  ,  donne 


^^.^•TH^K 


XIII.  Mouvement  d'un^corps  attiré  vehs  un  centre  fixe-  ' 

EN    RAISON    INVERSE    PU    QUARRE    DES    DISTANCES. 

194.  Soit  A  {fig,  32)  un  centre  fixe,  et  m  la  masse'  d'un 
corps  qui  est  attiré  vers  cecentreavcc  uneforcc  doatla  va- 
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leur  en  unitédepcads  est  -^  lorsque  ce  corps  est  placé  à  la 

distance  r  du  cçntre  A.  On  suppose  qu'k  Tiastant  oiï 
Ton  commence  à  compter  le  temps,  le  ccsps  dootils^agit 
se  trouve  en  M  à  la  .distance  R  du  centre  fixe,  et  qu'il  se 
•meut  avec  une  vitesse  V  dans  une  direction  formant 
l'angle  9  avec  le  rayon  R.  La  position  initiale  du  tayo9 
vecteur  AM  est  dnané^  par  Vangle  a  compris  enti^  ce 
rayon  et  une  ligne  fixe  Ax,  tracée  dans  le  pl^  qui  con- 
tiept  le  rayon  AM  et  h,  dijcectioQ  de  la  viteasQ  V ,  La 
courbé  que  décrira  le  corps  autour  du  centre  A  est  évi- 
demment comprise  dans  le  plan  dont  on  vient  de  parler, 
n  s^agit  de  déterminer  la  figure  de  cette  comrbe  et  le 
'  mouvement  du  corps. 

*0n  remarque  en  premier  lieu  que  la  force  qui  produit 
le  mouvement  du  cQrpe  émanant  d'un  centre  fixe,  les 
aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  seront  proportion-* 
nelles  aux  temps  ^conformément  au  n»»185.  Or,  dans  le 
premier  élément  du  temps,  le  doublç  de  l'aire  décrite  par  le 
rayon  AM  est^.Ysin.B.dt.  Donc  l'équation  r.'dca^C.dtf 
posée  n*"  186 ,  devient  pour  cet  élément  du  temps 

R^VsiD.O.rf/=r:C.*,    ,    d'où       'c»R.Vsiq.9. 

.,     195.  En  second  lieu,  soit  ^  la  vitesse  du  corps  lorsquHl 
.est  parvenu  en  m  au  bout  du  temps  «.  L'équation 

trouvée  î  n*>  186  ,   en    observant   que    nous  avons    ici 

F  =  -- ,  devient 
r 
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.       ^f^'-A  2A 

J  ^^  '' 

et  donnera,  pour  l'instant  où  le  corps  est  dans  la  position 
initiale  M , 


et 


/?jV'=tfO/I5/.4-^,         d'où         C0/l5f.=mV'— t=r"» 

K.  .  R 


mo'^mV^     2A     2A 
n,        r 


Nous  devons  donc  dans  les  formules  des  n*»'  186  et  187 

remplacer  —  a/F^/r  par  mV  —  ^  4-  — . 

R        r 

196.  D'après  cela,  Téquation 


obtenue  n^  186,  dèviendjra 

C.dr 


:   ^ioi=' 


V-? 


4.V'-— +- 
.  nîR    mr 


dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  la'  constante  C  la 
valeur  trouvée  n°  194  d'après  les  données  de  Fétat  initial 
du  corps.  L'équation  précédente  peut  s'écrire 


doi^- 


V  niR^m'C'    \  ,      2A      A' 

et  donne  en  intégrant 
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r     mC 


On  aura  donc  pour  la  position  initiale  M  : 
"  '  '        "  C      A 

n=con5r.+arc.cos.-^ —  "^^     

et  par  conséquent  pour  la  valeur  complète  de  «, 
,  '    ,  Ç A_  C     A 

a.=n-arc;cos.  '^    "^  cos. ^    '"^ 

-     \/v"     2A       A'  .  /— ^À— A»- 

On  en  d^^duît 


/_: ^_    /       '      ■     ^3- 

ou,  en  remplaçant  C  jwr  la  valeur  écrite  n»  194,  et  en 
faisant  pour  abréger,  » 

/♦      mR'y'sin.'e  * 

>=■— ï — ,  V-     ■ 

'*  '^5^=5:^ — a  rc.  cos . 


i\/^3[p5F=^; 


n  •   * 


H-*»fîos.(w=/^s^)' 

/Google 
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197.  Celte  équation  représente  une  courbe  du  second 
degré  dont  le  point  A  est  lyi  des  foyers ,  et  dans  la*' 
quelle  p  est  le  demi-paramètre ,  e  Texcentricité ,  et  <^i^ 
rinclinaison  du  grand  axe  sur  Taxe  fixe  Ax, 

L'orbite  décrite  par  le  c^yrps  sera  une  ellipse  si  J'on  a 

2A  2A 

mV"*^-^  ;  elle  sera  une  portion  de  parabole  si  mV*=-^; 

enfin  elle  «appartiendra  à  une  branche  d'hyperbole,  si 

2A 
Ton  a  mV^-^.  Ainsi,  la  nature  de  cette  orbite  ne 

dépend  pas  de    la    direction  du    mourem^t  initial, 
mais  seulement  de  ta  distance  R  et  de  la  vitesse  V.  On 


peut  remarquer  que  la  valeur  V: 


w- 


2A 

mR 


,  qui  résulte  de 


2A 


Téquation    mV^   =   rg-,  représente  la  vj|e8se  <{u'aUt*âit 

acquise  un  corps  partant  d'une  distance*ii4^ie  avec  une 
vitesse  nulle  lorsqu'il  serait  parvenu  à  la  distance  R  du 
centre  A. 

En  nommant,  comme  dans  le  n*"  IS?,  a  le  dèmi-graiid 
^xe  de  l'orbitf ,  ou  la  distance  moyenne ,  c'est-à-dûre  la 

moyenne  des  valeurs  elitrémes  j^  ,  -~  du  rayon  tec- 
Ipur  /* ,  on  aura 


i+e'  I- 


,^J^^. 


RA 


'i^e\   2A-.ft.mV' 


La  valeur  du  grand  axe  de  lorbite  ne  dépend  donc 
pas  ds  la  direction  initiale  du  mouvement  du  poiYit  ma- 
tériel. 


Digitized  by 


Google 


—    176  — 

198.  Uéquation  rm^*  =  niW* —    -—H ,   obtenue 

tl.  195/donne  (eu  ayant  égard  aux  expressions  dep*et  e 
du  n*  précédcait) 

OU  si  Ton  veut 


La  plus  grande  etla  moindre  valeur  de  la  vitesse  ont  lieu 
lorsque  le  corps  passe  au  sommet  de  la  courbe  le  plus 
voisin^ et  le  plus  éloigné  du  foyer  dont  émane  la  force. 
Dans  l'astronomie ,  ces  points  se  nomment  le  périhélie 
et  Y  aphélie  de  I4  ^anëte. 

tt9.  Pour  obteigir  maintenant  une  relation  entre  le 
temps  e(  la  position  du  c«rps  dans  son  orbite ,  nous  re- 
prenons Téquation  du  n°  196 , 

titans:  "    r  . 


;Y_ç^y»_j^H.?^_ 


mR     mr 

D'après  la/elation  r'fl?w  =  Cdt  posée  n'  186,  cette  équa- ^ 
tion' donne  -     ' 

r.dr      '  .         . 


i/^=:- 


ou  en  mettant  pour  C  sa  vjileur  (n''  194)  R'V'sln.'f),  et 
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ay^nt  égard  aux  expressions  àe  p  et  c  écrites  no  196 , 

r.dr 


dtz=,^ 


y  m        mp 


2Ar 

m 


Cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

r.dr 


dtz 


ou  en  mettant  a  à  la  place  de  - — ;, ,  ;     . 


r.dr 
dt=: 


âont  Tintégrale  (qui  s'obtient  facilement  en  poêant 

r 
1  =ecos.(p  y  <p  désignant  une  nouvelle  variable)  est 


/=  const. — 


v/^v/---(:-<)-~K^')] 

Si  Ton  pose  successivement  r=a(l< — e)  et  p=:a{^ç) , , 
cette  formule  deviendra 

/=co/i5^.— /r  1/  "7^9  ^t  ■       t=const. 

•^  A.  ■ 


Ain^ ,  la  durée  entière  d'une  révolution  entière  est 
2ïrV  ^f./Ce  résultat  s'accorde  avec  l'équation  écrite 

n^  188 ,  puisque  nous  avons  ici  F  =  ~. 
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XIV.  Attractioh  d'un  coaps  SPHiniQui  sur  vk  point  ma- 
tériel. —  Vaeiatioits  db  la  gravité  a  la  surface  de  la 
TERRE.  —  Densité  moyenne  de  la  terre. 

200.  Nous  avohs  admis  dans  les  articles  précédents 
que.  l'attraction  exercée  par  les  corps  planétaires  sur 
un  point  matériel  pouvait  être  regardée  comme-  éma- 
nant du  centre  de  ces  corps ,  de  la  même  manière  que  si 
toute  leur  masse  était  concentrée  dans  ce  poiftt.  Cette 
hypothèse  est  conforme  à  la  vérité  lorsque  Ton  consi- 
sidère  les  corps  planétaires  comme  des  sphères  homo- 
gènes ,  ou  comme  des  sphères  formées  de  couches  con- 
centriques homogènes. 

Soit  C  (%.  23)  le  centre  d'une  couche  sphériqiie  d'une 
épaisseur  infiniment  petite  dont  nous  désignerons  le 
rayon  CM.  par  R  ;  et  A  la  |)Osiliou  d'un  point  matériel 
dont  la  masse  est  m ,  et  que  nous  supposons  d'ohord  placé 
au  dehors  de  la  courhe  sphérique.  Appelons  r  la  dis- 
tance AC.  n  s'agit  de  con^aitre  la  force  avec  laquelle  le 
point  iQatériel  est  attiré  par  la  couche  sphérique ,  force 
qui  est  évidemment  dirigée  suivant  la  ligne  ^C  lorsque 
la  couche  est  homogène.  Nous  pouvons  décomposer  cette 
couche  en  éléments  différentiels  en  la  coupant  par  des 
plans  MN  perpendiculaires  à  la  ligne  AC.  Désignons 
pour. l'un  quelconque  de  ces  éléments  par  &>  l'angle  MCA» 
et  par  x  la  distance  AM.  Nous  aurons  , 

MP^Rsin.co,  et  x'rsrr»— 2Rft;os.w+R'.' 

Le  volume  de  l'élément  différentiel  dont  il  s'agit  sera 

^ .2YrRsio . o>,Kd(a  ', 

12 
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et,  par  conséquent,  en  appelant  ^  la  niasse  de  la  niaiière 
de  la  couehe  pour  l'unité  de  vcdume ,  la  nEiasse  de  cet 
élément  sera 

a2.7r.R'dRrfwsin .  w. 
Remarquons  d'ailleurs  que  les  portions  de  l'élément  dif- 
férentiel placées  en  M  et  en  N  exercent  sur  le  point  ma- 
tériel placé  en  A  des  actions  qui  se  détruisent  en  partie,  et. 
*dont  on  ne  doit  prendre  que  les  composantes  dans  la  di- 
rection AC.  On  aura  d'après  cela,  pour  la  force  avec 
laqi|elle  le  point  matériel  est  attiré  par  l'élément  dif- 
férentiel y 

f.Hm,2nK'dJ\.dtasïn,(a  r — Rcos.eo 

f  désignant  un  coefficient  constant ,  comme  dans  le 
n^  189  ;  ou  en  mettant  pour  a>  la  râleur  qui  se  déduit  de 
l'équation  écrite  ci-dessus  entre  o>>  et  a; , 

f'^rn-^-^Ax p— . 

SOI.  On  aura  l'attraction  exercée  sur  le  point  maté- 
riel par  la  couche  sphérique  entière  en  prenant  l'inté- 
grale de  cette  expression  entre  les  valeurs  extrêmes  AB 
et  AD  de  x,  c'est-à-dire  depuis  x=r—R  jusqu'à  j:=/'+R. 
L'intégrale  indéfinie  étant 

l'expression  cherchée  est  donc 

^       47tR^^ 

Le  facteur  ^ttR*  représente  la  surface  de  la  couche  splié- 
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rkiuPi  et  ft.k^R^dh  en  i^pfétente  la  masse.  Ainsi,  Tat* 
traction  qu'exerce  cette  couche  mir  tdi  |>oiiit  matériel 
pincé  au  dehors  ne  diffère  pas  de.  celle  qu'exefcerait  un 
point  matériel  de  même  masse  que  celle  de  la  couche 
et  qui  serait  placé  au  centre  de  cette  couche. 

â02.  Une  sphère  étant  l'assemblage  d'une  infinité  de 
couche*  concentriques  y  oU  peut  lui  appliquer  le  même 
résultat  ;  et  on  voit  que  ce  résultat  subsiste  également 
lorsque  la  quantité  pt  est  constante ,  ou  lorsqu'elle  varie 
seulement  avec  le  rayon  R,  c'est-à-dire  lorsque  la  sphère 
est  homogène ,  ou  composée  de  couches  concentriques 
hamog&[ies. 

208.  Si  nous  regardons  ^  comme  constante ,  l'attrac- 
tion exercée  sur  le  point  matériel  par  une  couche  d'une 
épaisseur  finie  ayant  pour  rayons  extrêmes  R'  et  R  ,  sera 

4,rR3— R'3 

/.mm. —  . r . 

L'attraction  d'une  spbére  dootl«  rayon  est  R  eil  donc 

et  si  le  point  matériel  était  placé  à  ht  surface  de  cette 
sphère,  Tattraction  dont  il  s'agit  "deviendrait 

4r 

c'est-à-dire  qu'elle  serait  proportionnelle  au  rayon  de  la 
sphère. 

20&.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  ma- 
térid  attiré  par  une  couche  sphérique  d'une  épaisseur 
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lefiniment  petite  est  placé  en  A  {fig.  24)  en  dedans  de  cette 
couche.  L'expression  obtenue  no  200 ,  pour  Fattractioli 
d'un  élément  différentiel  de  la  couche ,  convient  égale- 
ment au  cas  dont  il  s'agit  pour  ceux  de  ces  éléments 
différentiels  qui  sont  placés  à  gauche  du  plan  ËF  mené 
par  le  point  A  perpendiculairement  à  la  ligne  AC.  Ainsi , 
l'attraction  de  cette  partie  de  la  couche  est  exprimée  par 
l'intégrale  indéfinie 


qui  doit  être  prise  entre  les  valeurs  extrêmes  AE  et  AD 

de  x,  c'est-à-dire  depuis  x=  \/ar f*  jusqu'à  jt'=R  +  r. 

Cette  attraction  est  donc 

A  l'égard  des  éléments  de  la  partie  d#  la  couche  sphé- 
rique  qui  sont  placés  à  droite  du  plan  EF,  le  même  cal- 
cul fait  dans  le  n*  200  donnera  pour  l'expression  de  leur 
attraction 

/'.pm.27rR'iA.£{b>sin.G)  Reos.c» — r 

qui  se  change  en  » 

ttRé^I^     YC—r^—x* 


expression  dont  l'intégrale  indéfinie  est 
^      TtR^fll/      R'— r"\ 
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Cette  intégrale  doit  être  prise  entre  les  valeurs  extrêmes 
AB  et  AE  de  jp,  c'est-à-dire  depuis  j?  =  R  —  r  jusqu'à 
^=  vBir — r*.  L  attraction  cherchée  de  cette  seconde 
partie  4e  la  couche  est  donc 

c  est-À-dire  égale  à  celle  de  la  première  partie.  Et,  comme 
ces  deux  attractions  s'exercent  en  sens  opposés ,  on  voit 
qu'elles  se  détruisent  réciproquement  ;  en  sorte  qu'un 
point  matériel  placé  dans  l'intérieur  d'une  couche  sphé- 
rique  homogène  d'une  épgisseur  infiniment  petite  ne 
tend  à  se  déplacer  dans  aucune  direction. 

205.  Ce  résultat  s'applique  évidemment  à  un  point 
matériel  placé  dans  l'intérieur  d'une  couche  sphérique 
d'une  épaisseur  finie ,  pourvu  que  la  densité  ne  varie 
dans  cette  dernière  couche  que  dçns  le  seas  du  rayon. 

206.  On  Voit  enfin  qu'un  point  matéciel  placé  d<')ns 
l'intérieur  d'une  sphère  pleine  n'est  attiré  vers  le  centre 
qu'en  vertu  de  l'action  d'une  sphère  concentrique  à  la 
première  et  passant  par  le  point  y  puisque  toutes  les 
couches  qui  enveloppent  cette  dernière  sphère  n'exercent 
sur  le  corps  que  des  actions  qui  se  détruisent  récipro- 
quement. La  force  qui  attire  ce  point  matériel  vers  le 
centre  est  donc  exprimée  par  la  dernière  des  formules 
écrites  n^  203,  en  sorte  qu'elle  est  proportionnelle  à  la 
distance  au  centre,  conformément  au  résultat  dont 
on  a  fait  usage  dans  le  n^  131 . 

207.  Si  la  terreétait  une  sphère  parftiite  composée  de 
couches  concentriques  homogènes,  et  si  elle  était  immo- 
bile, l'intensité  de  la  force  de  la  gravité  serait  constante 
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pour  tpus  les  points  de  la  surface,  et  partout  dirigée  vers 
le  cçaU*e.  Cette  inteuaité  décroîtrait  en  raison  inverse  du 
quarré  de  la  distance  au  centre  pour  des  corps  qui.  s'é- 
loigneraient de  plus  en  plus  de  la  surface  de  la  t^re.  L<i 
régularité  de  ces  lois  est  altérée  par  deux  causes  princi* 
pales  :  1*"  parce  que  la  terre  n'est  pas  exactement  formée 
de  couches  concentriques  homogènes ,  et  surtout  parce 
qu'elle  n'est  pas  exactement  sphérique  ;  ^^  parce  que  la 
force  centrifuge  résultant  du  mouvement  diurne  de  rota- 
tion se  compose  avec  l'attraction  de  la  masse  de  la  terre, 
et  diminue  un  peu  Faction  de  cette  force. 

Par  l'effet  du  défaut  de  sphéricité  de  la  terre,  1*  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  n'est  pas  dirigée  exactement  vers  le 
centre  :  elle  est  dirigée  suivant  la  ligne  appelée  verticale; 
2«  l'intensité  de  cette  action  augmente  de  Téquateur  aux 
pôles,  par  l'effet  de  la  diminution  du  rayon,  d'une  petite 
quantité  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude  du  lieu. 

208.  Quant  à  l'effet  de  la  force  centrifuge ,  on  peut 
Tappréfier  en  considérant  que  la  terre  effectue  une  ré- 
volution entière  sur  son  axe  en  86164  secondes.  Soit 
donc  R  le  rayon  moyen  de  la  terre  supposée  sphérique, 

dont  la  valeur  est  R  =  *<>  ^^^  ^^^"  ^  6366198",  et  L  la 

r 

latitude  du  lieu,  i^a  vitesse  de  rotation  sera  en  ce  lieu 

27rR.COS.L        ^  ,  *  1  c  •      '     J 

,  et  par  conséquent  la  vitesse  imprimée  dans 

8616i^ 

l'unité  de  temps  par  la  force  centrifuge  dans  le  »eas  d'un 
rayon  mené  dant le  plan  du  parallèle  sera,  co^<M:iQémeni 

aunM48, 

(s77^*)  .R.cos.L3=0%03a853.cos.L. 
\86i64./ 
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lia  coiiLposaDtç  de  cette  vitesse  d^ins  le  sem  de  ^action 
de  la  gi:ayil;é,  c!est<à-dire  la  quantité  dont  la  force  ^ntri- 
fiige  due  h  la  rotation  de  la  terre  diminue  la  vitesse  im- 
primée dans  l'unité '4e  temps  |iar  la  gravité,  est  donc 

0»)033853.eo6.*L. 

Cette  diminution  est  d'autant  moindre  que  Ton  s'éloigne 
davantage  de  Téquateur.  Ainsi,  l'effet  de  la  force  cei^tri- 
fuge  se  réunit  au  défaut  de  sphéricité  pour  faire  aug- 
menter de  Téquateur  aux  pôles  la  force  avec  laquelle  les 
corps  sont  véritablement  attirés  vers  le  centre  de  la  terre, 
et  qui  cause  leur  chute. 

Nous  avons  représenté  par  g  la  vitesse  qu'imprimait 
cette  force  aux  parties  matérielles  dans  Tunité  de  temps. 
L'unité  de  temps  étant  la  seconde  sexagésimale ,  la  va- 
leur de  g  est  à  l'Observatoire  de  Paris  ^  =  9",  80896. 
A  la  latitude  de  45®  et  au  niveau  de  la  mer,  on  a 
g=z9^,  80557.  Au  même  niveau,  et  pour  une  latitude 
quelconque  L,  on  doit  prendre 

g'=g*,80557(l— 0,002588cos.2L).  . 

Et  lorsqu'on  s'élève  au-dessus  de  la  surface  des  mers 
d'une  hauteur  A,  cette  expression  doit  être  multipliée 
par  le  rapport 

/  6366198  Y 
V6366Ï9845/  ' 

Densité  moyenne  de  la  terre. 

209.  On  a  employé  poui^l'évaluation  de  cette  densité 
deux  méthodes  :  V  la  déviation  du  fil  à  plomb  causée 
pai;  l'attraction  des  montagnes  voisines  ;  T  l'observation 
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des  oscillations  produites  par  1  altractionti'im  corps.  Ob 
indiquera  succinctement  le  principe  de  ces  méthodes. 

Soit  A  le  volume  de  la  terre  et  u  le  poi^  moyen  de 
Tunité  de  volume  de  la  matière  dont  elle  est  formée.  La 

masse  de  la  terre  sera  exprimée  par  A-  en  désignant  tou- 

o 
jours  par  g  la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps 

pesants  à  la  surface  de  la  terre.  En  représentant  par  a 

le  volume  d'une  montagne  voisine,  par  <2^  le  poids  moyen 

de  r.unité  de  volume  des  matières  qui  la  composent,  on 

aura  également  —  pour  la  masse  de  cette  montagne.  Si 

maintenant  on  représente  par  c  la  distance  du  lieu  où 
Ton  se  trouve  au  centre  de  gravité  de  la  montagne, 
nous  devrons  concevoir  que  les  corps  sont  sollicités  dans 

ce  lieu,  1*  par  une  force  verticale  exprimée  par/lA-.p^ , 

en  désignant  par/^le  ihéme  coefficient  qu'au  u^  189 ,  et 
par  R  le  rayon  moyen  de  la  terre  ;  2*  par  une  force 

f.a — .-;*due  à  l'action  de  la  montagne,  que  nous  pouvons 

généralement  supposer  horizontale  sans  erreur  sensible. 
Or  »  le  fil  à  plomb  devant  se  diriger  suivant  la  résultante 
de  ces  deux  forces,  nous  aurons  donc,  en  désignant  par  a 
l'angle  de  ce  fil  avec  la  verticale ,  angle  qui  peut  être  ob- 
servé , 

■^7r  =  tang.., 

équation  d'où  Ton  déduira  la  valeur  du  rapport  —  de  la 

densité  moyenne  de  la  terre  a  celle  des  oiatières  dont  la 
montagne  est  formée. 

On  a  conclu  d'une  observation  de  ce  genre  faite  par 


Digitized  by  VjOOSI^ 


—  lôo  — 

Mi^dine  en  Ëooste  que  la  densité  moyenne  <le  la 'terre 
était  qualiNs  à  cinq  fok  plus  grande  que  celle  dé  l'eau. 

âiO.  La  seocmde  méthode  repose  sur  un  principe  difié- 
rent.  €k>nceyons  une  verge  AA  {fig.  25)  considérée  comme 
levier  rigide  et.-sans  masse  aux  extrémités  duquel  on  a 
placé  deux  petits  corps  égaux  entre  eux.  Ce  levier  est 
suspendu  par  son  milieu  C  au  moyen  d'un  fil  très-fin.  Ad- 
mettons maintenant  que  Ton  présente  aux  deux  corpsA 
deux  masses  égales  D.  L'attraction  de  ces  masses  tend  à 
faire  sortir  le  levier  AA  de  sa  position  naturelle  et  à  le 
transporter  dans  une  position  voisine  BB ,  en  faisant 
tordre  le  fil  auquel  ce  levier  est  suspendu.  Le  fil  ré- 
sistant à  cette  torsicm ,  les  corps  placés  aux  extrémités 
du  levier  prennent  par  l'efiet  des  actions  opposées  dé 
l'atls^ction  des  masses  D,  et  de  la  résistance  du  fil,  un 
mouveinent  dont  l'observation  peut  conduire  à  la  solu- 
tion de  la  question  dont  il  s'agit. 

Nous  savons  en  effet,  par  les  expériences  de  Coulomb, 
que  la  résistancequ'oppose  un  fil  à  la  torsion  est  proportion- 
nelle à  l'angle  de  torsion.Cela  posé,considérons  seulement 
le  mouvement  de  l'un  des  corps  A  :  soit  pi  sa  masse,  m  la 
masse  placée  en  D ,  t  le  rayon  CA ,  c  la  distance  AD , 
et  M  l'angle  de  torsion  au  bout  du  temps  f ,  angle  que 
nous  supposerons  très-petit.  D'après  cette  dernière  sup*- 
position,  l'attraction  exercée  par  la  masse  D  pourra  être 
censée  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  petite 

masse  A,  et  l'on  aura  pour  l'équation  du  mouvement 
de  cette  masse 

rd?f^      /.mil 

f  désignant  toujours  le  même  coefficient  qu'au  n'  189 , 
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et  T-ïsit  valeur  de  la  résUtance  du  fil  À  la  torsioo  lorsque 
ce  fil  est  tordu  d'un  arc  égal  à  1.  Cette  équation ,  en 
négligeant  les  puissances  supérieures  de  »,  peut  s'écrire 

211.  Pour  l'intégrer,  c'est-à-dire  pour  trouver  une 
expression  de  w  en  fonction  de  t  par  laquelle  l'équation 
soit  satisfaite  et  qui  s'accorde  également  avec  les  don- 
nées de  l'état  initial ,  on  posera 

0)=?  A+Bsin  ./?^-fCcos.^/ , 

A,  B,  Cy  p  tXq  étant  des  constantes  ;  et  Ton  s'assurera 
facilement  que  cette  expression  satisfait  à  l'équation  dif* 
férentielle ,  pourvu  que  Voa  ait 


A=. 


77  %    /  T      %f,m 


T      y. m' 


et  P^q^  y   ^^ ^. 


L'expression  générale  de  o>  est  donc 

fjn 
Cr         „  .       %    /  T     2/".m  ^  ^         %    /  T      %f,m 


T    %f,m 


«  .       %   /  T     2/.W  ^  ^         \   /t      %fj 
_     ^  V    f*'' .     <?     .  V    ftr       c^ 

Les  constantes  B,  C  se  détermineront  d'après  Tétat  ini- 
tial du  corps  A.  Supposons  que  quand  ts=o,  la  vitesse 
de  ce  corps  soit  nulle  :  l'expression  précédente  ne  pourra 
satisfaire  à^ette  condition  à  moins  que  l'on  n'ait  Bi=o. 
Supposons  de  plus  que  la  valeur  initiale  de  o>  soit  éga- 
lement nulle  ;  il  faudra  alors  que  Ton  ait 
C  =  1.A. 
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^nsi  s  la  valeur  ctnnplète  de  «u  seradéfiiiitiTenienf 

f^  

c'r        (  A    /t     %f^rn\ 

21â.  Cette  équation  fait  conoaitre  la  nature  du  mou- 
vement périodique  que  prendra  le  corps  A.  Le  levier 
oscille  autour  d'une  position  qui  forme  avec  la  position 
primitive  AA  Tangle 

cV 

et  cette  même  expression  est  aussi  celle  de  Técart  du 
l^eîr  à  partir  de  cette  position  intermédiaire.  On  peut 
observer  Tamplitude  de  ces  oscillations  :  en  la  désignant 
par  l'arc  a ,  on  aura  donc 

fm 


11=3. 


T     2/.m 


Xoi  durée  des  oscillations  dont  il  s'agit  t%i  d'aiUeurs 


v\ 


T      %f.m 


Cette  durée  peut  également  être  observée  :  en  la  dési- 
gnant par  © ,  et  ayant  égard  à  1  équation  précédente,  on 
aura  '  .' 


V    2/./» 
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Mjiis  si  la  ma«SQ  de  ia  terre  est  àésif^Bé^  comme  ci- 
dessus  par  A-r ,  et  son  rayon  par  R ,  Téquation  écrite 
n""  191  nous  donnera 

— Xar:^,         d'où       /=V^. 

R>      ^  *^      An 

De  plus ,  si  a  représente  le  yolume  du  corps  placé  en 
D ,  et  <2^  le  poids  de  Tunité  de  volume  de  ce  corps ,  nous 

aurons  m=za — . 

S 
.  Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente ,  elle 

deviendra 


^u  r  c*   An 
d'où  Ton  déduit 

'^2^  7r"Q  cf  rA  * 

Les  expériences  dont  il  s'agit  sont  trés-délicates  et 
exigent  des  précautions  minutieuses.  Celles  qui  ont  été 
faites  par  Cavendish  ont  conduit  à  attribuer  à  la  terre 

une  densité  moyenne  égale  à  environ  5  -  fois  celle  de 

Feau  »  résultat  un  peu  plus  grand  que  celui  qui  a  été 
mentionné  n""  209. 


FIN  DE  LA  PREMIÈRE   AN;b'£E. 
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DES 

LEÇONS  DE   MÉCANIQUE 

DONNÉES 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 

2*  ANNÉE. 


XV.  Équilibre  DU  polygone  funiculaire.  —  Courbe 

FUNICULAIRE. ChaInETTE. 

âl3.  Soit  un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible 
aitadié  par  une  de  ses  extrémités  à  un  point  fixe,  et  sup- 
posons qu'à  divers  points  de  ce  fil  soient  appliquées  des 
forces.  Il  s'agit  <de  reconnaître  et  d'exprimer  les  condi- 
tions de  l'équilibre  de  ce  système.  On  voit  en  premier 
Heu  qu'en  supposant  l'équilibre  établi ,  les  parties  du 
fil  seront  tendues  et  dirigées  en  ligne  droite  d'un  point 
d'application  des  forces  à  l'autre ,  en  sorte  que  ce  fil 
formera  un  polynôme  rectiligne  dont  les  points  d'appli- 
cation seront  des  sommets.  De  plus  les  forces  appliquées 
aux  points  extrêmes  devront  être  dirigées  dans  le  sens 
des  côtés  extrêmes  du  polygôoe,  que  nous  supposons 
ici  n'être  pas  fermé ,  pour  plus  de  généralité. 
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mp  étant  (fig.  26)  le  point  fixe  auquel  la  première  ex tré- 
mitédufilest  attachée,  et  le  polygone  mQin^mjn^.  ..m^m^^^ 
représentant  la  figure  affectée  par  le  fil ,  nous  désigne- 
rons généralement  par 
je:,  ,ji ,  Zi  les  coordonnées  du  point  m,-  comptées  sur  trois 

axes  rectangulaires  ; 
a, ,  bi ,  Ci  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x^  des  j^  et 
desz  par  le  côté  m,m<+i  ; 
fi       la  longueur  de  ce  côté  ; 
P,       la  force  appliquée  au  point  m,  ; 
^17  ^t  *  7t  I®^  angles  formés  avec  les  axes  de»  a:,  des  j^  et 
des  z  par  la  direction  de  cette  force  ; 
T,-       la  tension  qui  s'établit  dans  le  côté  rn^^^^  du 
polygone. 

Cela  posé,  nous  remarquerons  que  le  système  étant 
en  équilibre,  chacune  des  forces  P^  est  nécessairement 
détruite  par  les  tensions  qui  se  sont  établies  dans  les 
deux  côtés  du  polygone  adjacents  au  point  d'application 
de  celte  force.  Ainsi  la  direction  de  la  force  est  comjNriise 
dans  un  même  plan  avec  les  deux  côtés  ;  et  il  existe  entre 
sa  valeur  et  les  valeurs  des  deux  tensions  les  rapports 
nécessaires  pour  l'équilibre  de  trois  forces  appUquéet  à 
un  point  matériel ,  conformément  à  ce  qu'<m  a  vu  dans 
les  n^*  17  et  suivants.  La  tension  T^  du  premier  côté 
est  doiM3  égale  et  directement*  opposée  à  la  résultante  de 
la  force  P|  etde  la  tension  Ti  du  second  côté*  La  tension 
T^  est  de  même  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante de  la  force  P«  et  de  la  tension  T^  du  troisième 
côté  :  et  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  voit  y  que  si  l'on  consi*- 
dère  un  côté  quelconque  m^m^^.,  du  polygone ,  toutes  les 
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torcés  P,^i,...P^etT^  appliquées  à  la  suite  de  ce  côté 
devront  avoir  une  résultante  unique ,  et  que  la  tension 
T,.  du  côté  dont  il  s'ogit  devra  être  égale  et  directement 
opposée  à  cette  résultante. 

Cette  condition  ,  qui  est  nécessaire  et  suffisante  pour 
assurer  l'existence  de  l'équilibre  dans  le  polygone  funi- 
culaire,  peut  s'exprimer  en  écrivant  les  équations 

T,COS.a;=P,+|COS.%+i+Pi+iCOS.arJ.a+ +P«COS.0l„+T«COS.<Z,  , 

T,-C08.^j=P,+iC0S.6H'i4-Pi+>C0S.6h-«4- +P«COS.6n-fT»C06.6»  , 

T*COS.C/=  PH-iCOS.7,+,+P|+aCOS.7i4-a+.,...4-PnCO».7„-fT,CO*.C  , 

et  en  admettant  qu'elles  doivent  subsister  pour  toutes* 
les  .valeurs  de  i  depuis  i=0  jusqu'à  i=zn — 1.  Les 
équations  particulières  que  Ton  formera  d'après  celles-ci 
pour  tous  les  côtés  du  polygone  en  commençant  par 
l'avant-dernier,  donneront  toujours  les  moyens  de  dé- 
terminer les  directions  et  les  tensions  des  côtés  lorsque 
les  forces  P  seront  données  ,  et  réciproquement.  Il  est 
évident  que  la  tension  T„  du  dernier  côté  n'est  autre 
chose  que  la  force  appliquée  à  l'extrémité  libre  du  fil , 
et  que  la  tension  T^  du  premier  côté  est  leflfort  exercé 
sur  le  point  fixe  auquel  la  première  extrémité  du  fil  est 
attachée.  Si  cette  première  extrémité  du  fil  était  libre  , 
comme  l'est  l'extrémité  opposée,  l'équilibre  exigerait 
qu'une  force  égale  et  directement  opposée  à  la  tension 
To  lui  fût  appliquée. 

^ik.  Les  équations  précédentes  peuvent  être  écrites 
d'une  autre  manière  en  observant  que  l'on  a 

Xi+i—Xi  "         .      yt^x—yi  zi+x—zi 

COS.a'= ,      €05.  W= ,      COS.  e,=  ;: — . 

f^  fi  / 
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Si  Ton  remplace  cos.  a,- ,  cos.  £,• ,  cos.  c,  par  ces  expres- 
sions ,  les  équations  dont  il  s'agit  contiendront  alors  les 
coordonnées  des  sommets  du  polygone ,  et  pourront 
servira  en*  déterminer  immédiatement  la  position. 

215.  Si  les  directions  des  forces  P^  partagent  toujours 
en  deux  parties  égales  l'angle  compris  entre  les  deux 
«ôtés  du  polygone  adjacents  à  leurs  points  d  application, 
la  tension  T  est  nécessairement  constante  dans  toute 
rétendue  du  polygone.  De  plus  ,  en  nommant  ô,  l'angle 
compris  entre  les  deux  côtés  adjacents  au  point  m, ,  on 
aura  la  relation 

— P/=2Tco8.  ~ , 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  i. 

216.  Si  les  directions  des  forces  P,-  sont  toutes  paral- 
lèles entre  elles,  Féquilibre  ne  pourra  subsister  qu'au- 
tant que  les  directions  de  toutes  les  forces  et  tous  les 
côtés  du  polygone  seront  compris  dans  un  même  plan. 
Admettons  que  ce  plan  soit  celui  des  xy,  et  que  les  di- 
rections de  toutes  les  forces  soient  parallèles  à  l'axe  des 
y  que  Ton  supposera  vertical.  Les  trois  équations  du  nu- 

'  méro  213  se  réduiront  aux  deux  suivantes, 

T,-C0S.rf/=TnC08.a«, 

T/sm.a/=Prf,+P/+,+ +P„+T»6in.€Z« . 

* 

On  en  déduira  facilement  la  valeur  de  la  tension  d'un 
côté  quelconque  du  polygone  et  sa  direction.  Ces  équa- 
tions donnent 

d'où  l'on  peut  conclure  que  s'il  existe  dans  le  polygone 
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Un  cÀté  hprizontal ,  la  taogm:ite  de  l'angle  d'ittdin^isbti 
<]e$  côtés  du  polygone  sur  l'horizon  augmentera  à  partir 
de  celui-ci  ^  proportionnellement  à  la  somme  des  forces 
comprises  entre  Iç  côté  horizontal  et  cdui  que  l'on  con^ 
sidère. 

On  v<Ht  aussi  que  les  composantes  horizontales  des 
tensions  T^  ,>  T,,  des  côtés  extrêmes  du  polygone  doivent 
être  égales  entre  elles  ;  et  que  la  différence  des  compo- 
santes verticales  de  ces  tensions  doit  étr^î  égale  à  la 
somme  des  forces  verticales  appliquées  au  fil.  En  géné« 
rai ,  la  composante  horizontale  de  la  tension  d'un  côté 
quelconque  du  polygone  a  toujours  la  même  valeur. 
Enfin  on  peut  remarquer  que  si  le  polygone  est  formé 
de  deux  parties  séparées  par  uq  côté  horizontal^  les 
composantes  verticales  des  tensions  T^,  T^  des  côtés 
extrêmes  seront  respectivement  égal^  à  la  somme  des 
forces  verticales  comprimes  entre  ce  côté  hqfizontal  et 
Tèxtrémité  corresptodante  du  fil. 

Cmoà  les  points  d'application  des  forces  peuvent  glisser 
^  librement  le  long  du  fil, 

217.  Si  le  point  d'application  m,  de  la  force  P^  peut 
glisser  librement  le  long  du  fil ,  l'équilibre  ne  peut  évi- 
demment subsister  à  moins  que  la  direction  de  cette  force 
ne  partage  en  deux  parties  égalés  l'angle  compris  entre  les 
deux  côtés  adjacents  au  point  m^;  d'où  il  résulte  que  les 
tensions  de  ces  deux  côtés  seront  égales  entre  elles.  On 
aura  d'ailleurs,  entre  les  valeurs  absolues  de  ces  tenions 
et  celle  de  la  force  ,  la  relation  exprimée  par  l'équation 

—  Pi==2cos.-  ,. 

comme  on  Ta  vu  n**  215. 

13 
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Si  fet  points  âfapplicâtioii  àt  lotiteff  hè  fmrces  peuvent 
gHsseir  librement  le  long  du  fil ,  1»  tedsioii  aéra  oonstatite 
dan  toute  md  éteiMlue,  les  direétîoûft  des  force»  parta- 
geront toi^ottrs  eu  de»  partiea  égales  l'angle  des  edtés 
adjacents  à  leurs  points  d'application ,  et  leurs  valeurs 
auront  avecla  teosioa  constantek  relatios^  expriméepar 
l'équation  précédente.  On  aura  Vexemfiled'un  éqtàV^te 
de  cetie  nature  en  concevant  une  série  d'anneaux  pla-* 
ces  fixement  d'une  manière  quelconque  â^M^  YeiffAet, 
dans  lesquels  passerait  un  fi).  Abstraction  faite  de  f  effet 
du  frottemoBt  du  fil  dans  les  anneaux ,  Féquitibre  ne 
pourra  subsister  à  moins  que  l'on  n'applique  aux  dettx 
bouts  du  fil,  dans  la  direction  des  parties  extrême», 
deux  forces  égales  et  agissant  en  sens  contiaire ,  par 
lesquelles  le  fil  sera  tendu.  Chaque  anneau  supporte 
alors  un  efiort  dirigé  dans  le  plan  des  parties  ccmtiguës 

4u  fil  et  égal  à  la  tension  multipliée  par  2  cos.~  ^  &  étant 
l'angle  compris  entre  ces  parties. 

Courbe  Juniculaire.  *  . 

218.  Reprenons  les  considérations  exposées  dans  le 
n®  21 S ,  mais  en  supposant  que  les  forces  agissant  sur  le 
fil ,  au  lieu  d'être  appliquées  à  certains  points  placés 
d'espace  enespace ,  sont  distribuées  d'une  manière  con- 
tinue dans  toute  l'étendue  du  fil.  pésignons  maintenant 
par 
x^y,  z    les  coordonnées   rectangutatres  d'un    point 
quelconque  m  du  'fil  ; 
$         la  longueur  de  Farc  de  la  courbe  du  fil  comp- 
tée jusqu'au  point  w; 
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^^,  ééi     lé^  k^trdttf^s  âe  Vsttt  êe  dette  tàwfbé  eàùÈp^ 
Ïée9  jttéc}à'at(  pt^ètadiet  èf  jiteqa'âù  défioÉfer 
'  pomt  de  la  partk  ètt  liftflT  fofté^  élàûi  âfpr- 

pliquées  ; 

c»)  boiC^etaa,  ,  i^«» ,  c«  les^  Mgféà  fbfriSés  àVéc  les  axes 
des  çc,  des^  et  des  z  par  les  tangentes  me- 
née» àa  preÊ^iét  et  éiik  iénmi  point  de 
cette  partie- du  fil  ; 

p  la  valeur  d!e  la  force  ap^lic^e  au!  point  m, 
cette  valeur  étant  rapportée  à  l'unité  de 
lojBgueur,  et  donnée  en  fonction  deFarc  5  ; 
a,  e,  7  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x ,  des  j* 
et  des  z  par  la  directidù  de  la  force  p,  ces* 
angles  étant  également  dbnnééen  fonction 
de  Tare  s'; 

T        la  vateXft  dé  ïa  tenrïon^  cfù  fil  au  poy:it  m  ;  ^* 
To,Ttt    les  valeftrs  de  la  tension  au  premier  et  au 
dernier  peint  de  la  partie  du  fil  où  les  for- 
ces sont  appliquées . 

Le  même  principe  éiXOliGé  dans»  le  nf  213  donnera  ici , 
au  lieu  des  trois  équations  obtenues"  dans  ce  numéro  , 
les  suivantes 

t  ~  =  I     ds.pcos.a+H!  «cos.a.^  ^  « 

ds.pcos  .6+Tû,  cos .  ^^,     , 
dz       f  ** 


'H:- 
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qui  den'on(  subsister  dans  toute  l'étendue  de  la  coui^, 
et  qui  en  déterminent  la  figure.  Pour  le  premi^  point 
de  la  courbe  elles  deviennent 

*ToCos.ao=T»cos.a«-|-  1      ds.pcos,»^ 

fSct 

T.co8.6o=T«co8. 6»-|-  I     ds.pcos,^ , 
ToCOS.Co=T«cos.c»*j-  I      ds.pcos.y, 
âl9.  Les  trois  équations  précédentes  donnent 


i: 


ds.pcoB.a-^-Tt»  co».a» 
dx J  s 

dz         pSm  ' 

I     ^/^./'cos.v-f'TMCos.c» 


I     ds.pcoi 

4r    Js 


is.6-f-T»cos.6i, 


dz         fSet 

I       rf5./IC06.74-T»C08.  C* 

qui  sont  les  deux  équations  différentieUeft  de  la  coaribe 
du  fil.  On  eg.  déduit  également 

T»=l    I     dt.pœs.a.+T^cos.a„  )  "*"  (    I     */"»»-f+'''» «»•*«,    ) 
ds.pcos.y-hTuCOS.c^    I 


Digitized  by 


Google 


—  197  — 

pour  rexpcession.  du  carré  de  la  tenrop'^ant  «n 
poiiit  quelconque. 

220.  En  différentiant  les  trois  équations  du  n""  218  » 
on  a 

_,  -  dx  .    -_  dx  , 

Td.  ■£-}-di:.-^=—ds.pcos.€, 

dz  dz 

Td.  ^  +rfr.  —  =— €fo./;cos.7. 

Si  Ton  ajoute  ces  équations  après  les  avoir  multipliées 

dx  dy  dz 
respectivement  par  ^,^,^;  et  si  l'on  observe  que* 


d'où 


ds\   ds^ds'     ds      ds'    3i         ' 


il  viendra 

— dTT^pcos.a.dx-^-pcos.^.dy-^^pcos.y.di, 

Ce  résultat  donne  la  loi  d'après  laquelle  la  tension  varie 
d'un  point  à  l'autre  du  fil.  L'accroissemeq|  infiniment 
petit  de  la  tension  est  égal  à  la  force  appliquée  à  l'élé- 
ment du  fil  déc(miposée  suivant  la  direction  de  cet 
élément. 

221.  Pour  faire  quelques  applications  des  résultats  < 
précédents,  on  supposera  en  premier  lieu  que  la  force 
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^fMpmt  ditif/ée  paiiovi  pcrpapiiifnlaîrtinapt 
à  la  courbe  affectée  par  le  fil.  La  valcfv  de  iÇf  deewpt 
^Iprs  Jiuye^  et  par  cpn8ëc[m9t  la  t^epsipn  4oH  étf^if^çoa- 
stonte  dans  toute  Fétendue  du  fil.  De  plus  les  trois  icp^-^ 
lions  du  numéro  précédent ,  qui  se  réduisent  à 

dûc 
Td,  —  =  — ds.pcosM^ 

Td.-£=—ds.pco9€, 

dz 
Td,  -y  = — ds.pcos.y , 
as 

montrent  que  la  conditionne  jl'4q^jllibre  du  fil  exige  que 

la  foice  qui  lui  est  appliq][|^  j^oit  dirigée  dans  le  plan 

•sçulateur  de  la  .courbe  du  fil ,  ou  dans  le  sens  du  rayon 

4e  courbure  de  cçtte  eeiybe,  puisque  les  cosinus  des 

«n^li^ai  Sf  vdoiv-ent  élre  respectivanent  proportionnels 

dx    .  dy       dz 
aux  quantités  rf.-j-,  »-^>  ^«^  (  f^oy.  le   n'*  237  des 

Leçons  d'analyse). Ej^  ren;[pldça||$  dope  ip  pqe.a,  cos»  ^, 
COS.  7,  par  les  expressions  des  cosinus  des  angles  formés 
avec  les  axes  par  le  rayon  de  courbure,  dont  noua  dési- 
gnerons )|ft  longueur  par  p ,  cçf  troî^  éqipitiûns  donne- 
ront^ 

T 

T=— />p,     ou    p=-'-' 

:■  ^ 

Ainsi  qua^  ijua  fil  tendu  est  appliqné  sur  une  suiCiife 
fixe ,  la  valear  de  la  pression  excrçM  êwt  cette  suvfaoe , 
rapportée  à  Tunité  de  longueur,  est  égale  en  chaque 
ppintdufil  à  la  tension  divisée  p^r  lerayondecoi^r^pre. 
Cette  proposition  s'applique  à  diverses  questions  ip^- 
pointantes  dans  la  Mécanique  pratique ^ 
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La  propoftitioD  dont  il  s^'agit  ptMi  être  jdédoil^  ionné- 

d^tement  du  rémltat  énoncé  n*  215,  en  qbsenrant  que 

les  points  d'ajj^plicatioii  4«s  forces  P,  étant  supposés 

placés  à  june  distance  infîniment  pefite  les  uns  des  au- 


très  j  on  a 


Fi=ipas ,    COS.  -  =sin. ==: . 


232.  CoosidéroBS  maintenant  le  cas  particulier  oà  la 
force  désignée  par  p  est  supposée  constante  et  dirigée 
toujours  parallèlement  à  une  même  ligne  verticale ,  cas 
daas  lecfuel  la  courbe  fuienlaire  a  reçu  le  nom  de 
chainette.  Toutes  les  parties  de  cette  courbe  (fig.  27)  se- 
ront plactes  dans  un  même  plan  vertical ,  conformément 
à  ce  qu'on  a  vu  n«216.  Noua^admettronaquece  plan  6it 
celui  des  jc^y  que  la  direction  de  la  force  p  est  pas^llèle 
à  l'axe- des^^e^  de  plus  que  la  première  extrémité  du 
fil  est  placée  à  l'origine  des  coordonnées.  Enfin  nous 
désignerons  par  Po  ^t  P»  les  composantes  verticales 
des  tensions  To  et  T»  qui  ont  lieu  aux  deux  extrémités 
du  fil  ;  et  par  Q  la  valeur  commune  des  composantes 
horizontales  de  ces  tensions,. laquelle,  conformément 
à  la  remarque  faite  dans  le  no  216 ,  est  aussi  la  va- 
leur de  la  composante  horizontale  de  la  tensicm  d'un 
élément  quelconque  du  fil.  Les  équations  du  n*218  se 
réduiront  ici  à  ^ 

,T^a=T«co«.««=Q,  (a) 

as      .  ,         . 
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et  réquation  du  n""  330  deviendra 


» 


Pour  obtenir  de  la  manière  la  plus  simple  Téquation 
de  la  «Durbe  formée  par  le  fil ,  on  remarquera'  que  l'é-i 
qottion  (c)  dmine  en  intégrant 

et  comme  l'on  a  pour  le  point  A,j  =  0  et  Tr=T^ ,  il  vient 

T=To~p/.  (d) 

En  substituant  cette  expression  de  Tdans  réq«ation(a), 
oli  trouvera 

d  OÙ' l'on  tire  / 


Xtx=±: 


\/(To-py)'-Q' 


Le  signe  supérieur  doit  être  pris  dans  la  partie  descen-      * 
dante  de  la  courbe  j  u^qu'au  point  le  plus  bas ,  et  le  signe 
inférieur  dans  la  partie 'montante  au  delà  de  ce  point. 
En  intégrant ,  il  vient 

x=const.+  5 ./  [t.— /jrq:V/(T,-/y')'— Q'] , 
P  ■  »     « 

et  en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que'«:=^ 
quandj^=0,  ^  .  ^ 

._Q  ,T.-p/zF\/(To-pr)'-Q'         ,.. 
-p' T,-.P, ^^ 
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Ea  repassant  des  logarithmes  aux  nombres ,  on  ob-. 
tient  V  , 

T.-.;irs=  ^  (To-^Po)  e^  +1  (To+Po)  e  ^.;  ^  (ff)  .  * 

.  qui  est  l'équation  cherchée  de  la  chainette. 

223.  Si  Ton  désigne  par  h  et/ l'abscisse  -et  l'ordonilée 
du  point  le  plus  bas  O  de  la  courbe ,  dans  lequel  on 

dy       ^  '  , 

a  ^  =r  0 ,  les  équations  (e)  et  (/)  donneront 


22iik.  0^  Réduit  des  équations  (a)  et  (6)         -    *     .     "    « 

dy  _p{so,—i\'\-Vt^ 

et  en  éga^t  cette  expression  de  -=—  à  qçUe  qui  ^e  dé'  .' 
duit  de  réquâtion  (c),  on  trouve  • 

>       •  *  *  ' 

Si  Ton  représente  par  C  la  longueur  dfe  la  courbe  depftis   ^    " 
(origine  A  j usques  au  sommet  O,  le  radical  * 

étant  nul  pour  la  valeur  jje  j^.qui^onvieftt  à  c*  point ,     *  " 

c=./+L-',  d'où  .=czp  V3E^i!3. 

p  ■  •  p     .. 
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âS&i  Lfn  i%3i^bi  pr0c4d«iito  8091  fipdméi  d'une 

'inaipëre  plu9-  simple  quand  ott  transporte  l'origine  ées 

f        'Coordonnéiei'èn  un  poipt  A'  situé  dans  4a  ligne  verti- 

^        câle  qui  /soutient  le  point  le  plus  bas  O  de  la  câiirbç ,  la 

dtUanie  QAl  étant  égale  à-^  y  et  quand  on  compte  l^s 

nouvelles  ordonflées  verticales  j^  de  bas  en  baut.  Posant 
eae&t 

•  ,     •  p     T.~¥.    ^  /» 

'  * 

iPvien^a ,  au  lieu  des  équations  {d),  (/),  {g)  él  (A)v 

*c  ^—  —  •»  — ^— — — — -   — — — ~  - 

i  pacf  px 


.  Oh  peut  remarquer  de  plus  que  le  rayon  de  couAure. 

pour  un  poiqt  quelconque  dont  Fordonnée  esty ,  a  pour 

'    •         .     '  ny^  •  •  O 

ei^ession  ^  ;  et  pour  le  point  D,  *-l.    . 


P 


* L^s  ^équations  'ci-dessus  contiennent  seulement' la 
quantité  Q,  qui  est  la  composante  boricdntale  de  la  ten- 
sion î  d'après  réqitttion(df),  cette  composante  conserve 
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la  méB^§  v^w  4Mi  toiite  l'M^néw  4e  la  fcimbe.  On 
détenninera  toujours  par  le  moyen  de  ceâ  équations  la   ^t 
fiÇU|ie  du  fil ,  .eu  8^  4o9Qap|  4'^y^nce  sa' longueur  ou 
les  posiCiont  relatires  de  ses  extrémités. 

.  9Ê6*  Houa  fiOnsid^reroiis  «ncore  k  caïf  paMicolier  où  « 
Ja  fonce  veriioalç  appliquée  aux  poii^ts  de  la  ooorbe^ 
au  lieu  d'^re  propovtÛMMielle  à  la  longueur  des  parties 
de  cette  courbe ,  comme  on  l'a  suppof^  dans  les  n^  9â9  et 
suivants»  est  proportionnelle  à  la  projection  horizontale 
de  ces  parties.  On  A  alors,  au  )ieu  des  équatibos  (a),  (&),* 
(c)dun«>282,  .     •      '       '       -^ 

T$=T.cos.fl.»Q,'  "..   (^,* 


et  en  intégrant         «  .  '  -    .  « 

I^  courbe  du  11  estdf^  une  parabd^  dont  l'axe  est^ 

vertical,  *  .  "  ' 

•  ^'      *  ■  . 

La  valeu9  de  «la  t^sion  en  un  ^int  qitelconquo  de« 
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cette  couçbe ,  qui  se  déduit  de  l'éqiaatioii  (/),  est 


»       227.  Eu  représentant  par  h  et  y*  l'abscisse  et  l'ordon- 
>    née  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe ,  où  la  tangente  est 

horizontale ,  et  qui  est  le  sommet  fie  la  parabole ,  les 

équations  (o)  et  (p)  donneront 

,         ♦  ■  ^ 

•  ^  Quant  à  la  longueur  de  Parc,  on  l'obtiendra  par  les  pro- 

•  oedés  connus  en  intégrant  l'expression  dx  y  1+  (  rr  )  » 

"    •  dans  laqq^Ue  on  remplacera  -^  par  l'a  valeur  donnée  par 

1  équation  (o). 
i 

,    228.  Si  l'on  veut  transporter  l'origine  des  coordonnées 

du  point  A  au  sommet  en  comptant  les  nouvelles  or- 

donnée»  j^  de  bas  en  haut ,  on  doit  changer  x  en  x'+A> 

j  en  f—y;  «t  il  vient  en  substituant  cesi  valeurs, 

-        .         J      .       ^       2Q  V   •   _ 
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En  nommant  s!  la  valeur  de  l'arc  cofiptée  du  point  A' 
({ui  jrépond  à  l'abscisse  a/\  on  aura 

et  en  faisant  a/s=A,  et  appelant  c  la  valeur  correspon- 
dance de  /, 

Cette  dernière  équation  donne,  par  le  retour  des 
,rc-b  ,   9 /c— AV      5*/c— AV  .  207/c-AV  1  • 

^  *  L— +ïô(— )  -îUnr  )  +35ô(-T-)  -^- J- 

Les  résultats  précédents  sont  principalement  utiles    * 
pour  Vétabli^ement  des  ponts  supportés  par  des  chaînes 
en  fer.  On  trouvera  les  détails  nécessaires  aux  applica- 
tions dans  l'ouvrage  intitulé  Rapport  et  mémoire  sur 
les  ponts  suspendus.  '  > 

XVI.  PRmCIPE   DES   VITESSES   VIRTUELIiE^. 

229.  Les  principes  de  la  statique  ont  été  exposés  dans 
Tart.  I,  et  l'on  a  vu  que  chacun  d'entre  eux  pou- 
vait être  pris  pour  point  de  départ  et  servir  à  ^démon- 
trer les  autres.  Enefiet,  les  principes  dont  il  s'agit  sont 
compris  dans  une  proposition  unique  beaucoup  plus 
générale ,  par  laquelle  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  tout  système  de  forces ,  pour  que  ces  forces  se 
fassent  mutuellement  équiUbre ,  sont  dans  tous  les  cas 
complètement  exprimées. 
.  On  indiquera  en  premier  lieu  dune  manière  plus 
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ftédse  ce  que  ïdt  tniesïdth  gêttétsà  pàt  ÉfMèmé  éë 
forces.  Noas  avons  cooMéri  daû^  léaf  ar^  1  ^  Rfcir 
condUhHfi»  de  l^équililnre  d'un  seid  poiont  rmsàétml  ;  et 
dans  les  s^L  ïtl  ft  tU  lei  cOoditioils  ék  récfaAI^e  (fiûi 
assemblage  de  points  matériels  assujettis  les  uns  aux  au- 
4res  d'une  manière  invariable ,  en  sorte  que  la  figure 
affectée  par  ce  système  ne  pouvait  subir  aucun  change- 
ineût.  On  peuti  concevoii»  Fe^iistence  d'un  tel  sfsHitit&eû 
admettant  que  les  divers  points  auxquels  les  forces  sont 
appliquées  soq(  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  verges 
rigides  qfti  s'opposent  à  ce  que  les  distailces  actttDiléi 
de  ces  points  ne  viennent  à  varier.  Il  n'est  pas  nécessaire 
d'aâUeutfs^  pour  assurer  TinvâriabiKie  de  la  figure  dii 
système ,  de  supposer  que  tcKus  l'es  points  matériels  sotit  4, 
ainsi  réunis  deux  à  deux  :  îl  suffirait  d'admettre  ^  par 
exemple  y  que  trois  quelconques  dé  ces*points  étant 
maintenus  les  uns  par  rapport  aux  autres  dans  des  situa* 
tions  déterminées  >  te  triangle  invarkbîe  qu'îfs  forment 
serait  la  base  commune  de  pyramides  dont  les  autres 
points  formeraient  les  sommets^  Si  les^  avéte^  de  ces  py<^ 
'  ramides  sont  parfaitement  rigides ,  il  est  visible  que  la 
figure  formée  par  l'ensemble  des  points  ÉOLatériefs*  ne 
pourra  subir  aucun  cbaiigemeût. 

Ainsi*,  Von  se  représfente  un  système  doàt  fa  figure 
est  invarial>le,  comme  un  assemblage  4^  points  matériels 
assujettis  fes  uns  aux  autres  patr  dies  tig^s  rigides*,  en 
assez  grand  nombre  pour  que  les  distances  et  tes  posi-^ 
tions  respectives  de  tolis  ces  points  ne  paissent  changer  ; , 
et  il  su£ra  toujours ,  pour  satisfaire  à  cette  condition , 
que  les  distances  d'un  point  quelconque  à  trois  autres 
points  du  syst^e  au  mojins  soient  rendues  invariaÊfes. 
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IDiur  avdntf  '  edUsidtéré  'dânsIVrlicle^XV  Fé^uifi-;    •  * 
bf<^âiip()rly|;miefuiii^cuidil«,c'<lât4-direifuttassê^  ^     ^ 

àa  points  matériels  asstgettis  deux  à  cb^ux  par  des  fih  •• 
rnextei^QAti  qm  rendaient  invariàBles  les  ^i^ances  ^ 
deux,  points  contigds.  L'ensemliAé  des  poinisonâteriels 
pouvait  d'irifBefurs  stffecter  une  figuré  quelconque  com* 
patibte  sttet  ht  condftiôn  qui  vient  dTéCre  énonce^.  ]>an£ 
te  cas  pàrtkftflier  chxno3lTla  eoncfitiOjâi  consistait  seule- 
ment ^  ce  qtre  la  somme  des  instances  de  deux  ou  plu- 

'  sieurs  points  contigus  devrait  conserver  J^oujpurs  une 
valeur  ^terminée  et  constan€e. 

On  tt)it*par  ces  exemptes  cpïe  Ton  peut  considérer  en   * 
génétat  des  sjrstèmes  de  deux  espèces  :  dans  les  uns  fes 

«rpositicifiS  rétives  dés  points  d^applicatîon  des  forces  ne 
peuvent  étianger;  dans  les  autres,  le  mode  de  liaison  deâ 
poiffrtis  matéribls  dont  le  système  se  compose  est  tel  qu'il 
permet  à  ces  points  de  prendre  les  uns  par  rapport  aux 
attttres^  certains  mouvements  assujettis  à  des  conditions 
déterminées,  par  l'effet  desquels  TensemBIe  de  ces  points 
peut  présenter  diverses  figures.  tJn  système  est  défini 
qUBitÉi  <m  donne  le  m>mbre  de  points  matérid's  ^ïont  if  " 
sa  compoeft,  et  la  manière  dont  ces  points  peuvent  se  « 
déplacer  te9ims  par  rapport  a  ut  autres ,  ou  par  rappori 
k  d'autresf  points  suppôsés^  fixe^  dans  l'espace. 

Les  macliinet  employées  dans  les  travaux  des  arts 
présentait  autant  de  systèmes  tels  que  ceux  dont  if^  a- 
gi€.  Matié  nous^ad'iBiettrons^  i(A  que  les  points  matériels 
dûmf  Passenâilage  forme  lie  système  sont  réunis  les  uns 
aut  autres^par  des  verges  pd^rfaitement  rigides ,  ou  p^r 
dissfik'irflei^tenBili^  etpârfertement  flexibles  ,  supposés 
sans  masse.  Mous  concevrons  que  ces  fik  ou  s^es  i^rges 
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jEs^ndq^  M^aris^Ue^^s  distances  d'une  partie  dvs  poiiitê 
du  système  considérés  deux  àdeux ,  eu  permettanliiéii»-' 
*   moins  à  renseml)le  de  ces  points  de  prendre  certains 
*  mouvements  relatifs ,  et  d'affecter  diverses  figuras  diffé- 
rentes les  unes  des  autres.  •   ,       . 

231.  Cela  posé,  nous  énoncerons  en  premier  lieu  le 
principe  des  vitesses  virtuelles.  Nous  vérifierons  ensuite 
re:xistence  de  ce  principe  dans  l'équilibre  des  machines 
simples*,  et  enfin  nous  en  donnerons  la  démonstration 
générale. 

Gpncevons  un  système  quelconque ,  et  représentoq^ 
nous  la  série  infinie  des  figures  que  ce  système  peut  af- 
fecter successivement  sans  violer  les  conditions  4e  la 
liaison  des  points  matériels.  Ce  système  étant  considéré  «# 
^ns  ime  position  déterminée,  admettons  que  l'on  ait 
appliqué  des  forces  aux  divers  points,  et  que4'on  demande 
les- conditions  nécessaires  pour  que  ces  forces  se  fassent 
mutuellement  équilibre..  On  répondra  à  cette  question 
delà  manière  suivante. 

Supposons  que  l'on  fasse  subir  au  système  un  lé- 
gei;  changement  de  figure ,  compatible  avec  le  mode 
de  liaisons  qui  constitue  -  ce  système ,  et  par  lefiet 
duquel  les  points  d'application  des  forces  aient  décrit 
des  espaces  infiniment  petits.  Supposons  de  plus  que  les 
espaces  décrits  de  cette  manière  par  chaque  point  d'ap- 
pliq^tion  aient  été  projetés  sur  les  directions  des  force» 
appliquées  à  ce  point ,  et  désignons  par  Sp  l'espace  infi- 
niment petit  décrit  par  le  point  d'application  de  la  force 
P  estimé  dans  le  sens  de  la  direction  de  cette  forcer 
Lé  produit  l?Jp  de  la  force  P  par  l'espace  ^  décrit  par' 
le  point  d'applipation  de  cette  force 'd.ins  le  sens  de  sa 
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direction  est  ce  que  Ton  nomme  le  moment  uirtuel  ie  la  ' 
force  P  :  cette  quantité  eft  regardée  comme  positive 
lorsque  l'espace  9p  est  décrit  dans  le  sens  de  Faction  de 
la.forc^  >  et  comme  négative  dans  le  cas  contraire.  Or  * 
lesforces  appliquées  au.systèn^e  seront  telles  qu'il  y.aura 
équilibre  si ,  prenant  la  somme  des  moments  virtuels  de 
toutes  ces  forces,  on  trouve  pour  cette  somme  une  valeur 
nulle  y  en  sorte  que  la  seule  équation 

expripe,  dans  tous  les  cas,  les  conditions  nécessaires' et 
suffisantes  pour  l'équilibre  du  système. 

232.  11  est  aisé  de  reconnaître  l'exactitude  de  cette 
.proposition  dans  le  cas  des  machines  simples.  Dans  le 

levier,  la  nature  du  système  consiste  en  ce  que  les  points 
d'application  in,m^  (fig.  28)  des  deux  forces  forment  avec 
le  point  fixe  A  un  triatigle  dont  la  figure  est  invariable, 
et  qui  peut  tourner  librement  autour  de  ce  point  sans 
sortir  dùmémèplan  qui  contient  aussi  les  directions  des 
forces  P,P'.  On  peut  toujours  supposer  les  côtés  Am, Am' 
perpendiculaires  sur  ces  directions.  Soit  ^co  un  angle 
infiniment  petit  décrit  par  le  triangle  autour  du  point  A 
dans  le  sens  de  l'action  de  la  force  P.  On  aura  ici 

5|p=A/».îw,     Jjp  =  — Am',S(^. 

L'équation  précédente  devient  donc 

P.A/7i.^a>— F.A^i'.^a>=0    ou    P.Am=F.Aw'. 

La  même  remarque  s'applique  évidemment  au  treuil  ou 
au  cabestan. 

233.  Considérons  deux  poids  P,P'  {fig.  29)  attachés 
aux  extrémités  d'un  fil  passant  sur  la  poulie  fixe  A ,  et 
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^nt  le  denûer  tst  ea  partie  supporté  par  te  plaii  ftiidtiné 
4.G.  Lanalurecdusyttitowi  cotimste  ki  éiice^uete  poids  I* 
ae  peut  ae  inootoir  €{«e  Vèftiéaleitieiit,  te  poids  V  ne 
peut  se  mouvoir  que  pafalléteme]^  à  AG,  et  là  tenguéilx' 
du  St  doit  étrt  inyariaUe*  Ot  A  Ton  imprinie  au  sjstèiste 
de»  deux  poids  un.  mouyemeut  pat  tequel  P  désc^de 
Terticatemcnt  de  ^/,    F   s^âèVèra   Verticatelùeût   et 

A  A 
j)p.  j-=.  La  condition  de  l'équilibre  est  donc 

i»>      ly*  AB     ^  P      AB 

23<h.  Soit  une  vis  verticate  au  moyen  de  laqueUe  un 

poids  Q  suspendu  à  l'écrou  mobite  est  maintenu  en,  éqjui* 

libre  par  une  force  borizontate  appliquée  tangeatiel- 

lement  à  la  circonférence  d'un  cercle  lié  à  cet  écrou. 

Désignons  par  h  le  pas  de  la  vis ,  et  par  r  le  i^yon  du 

cercle.  Si  la  vis  tourne  de  la  quantité  angulaire^  le 

point  d'application  de  P  décrira  dans  Je-sens  db  oeUe 

force  l'espace  r«€2b>,  et  le  poids  Q  s'élèvera  de  la  qjoaur 

h  S 
lité-^.*^ ,  V  désignant  te  rapport  de  la  circonférence  au 

diamètre.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  done 
pour  la  loi  de  Téquilibre  : 

^    ^      ^  A.^o>  P        h 

P.rJw — O;  ---.  =0     ou     -  œ: . 

^      âir  Q       arrr 

235.  Les  conditions  de  l'équilibre  dans  le  coin  nedif-* 
£ècent  pas^des  conditioïis  de  l^éqùilibre  de  trois  forces 
dirigées  dans  un  même  plan  et  appliquées  à  un  selit 
point  matériel.  Gettio;  question  a  été  traitée  dmi^fes  n"^-^ 
et  suivants. 
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2^6.  Que)  q1i€  sfoit  le  système  que  l'on  considère,  oÀ 
recpiipattra  feqilen^eiDt,  comme  oa  fâ  tsAi  Jaûs  les  nu* 
méroa  précédents,  que  les  eqndttioni  de  l'équilibre 
déduijbes  des  principes  ordinaires  né  djifl^ent  poii^t  de 
^elle^  qui  ré^i^teiit  de  l'applfCAtion  du  principe  des  ^^ 
testes  virtuelles,  filais  indépendamment  de  ees  vérifioa'- 
tioQS  pi«ticii|liÀI^  9  on  peut  déaifontreF  eii  général , 
sans  spécifier  aucunement  la  nature  du  système ,  quem. 
égalanl  ji  zéro  la  somme  des  moments  virtuels  des  foi^ses^ 
on  exprime  coipftplétementdans  tous^ies  cas  les  conditions 
de?  l'équilibre. 

Considérons  un  sys^me  quelconque  ,  et  les  forcesqjui 
lui  sont  appliquées^  Chaque  force  peut  toujours  être 
'templacée  par  un  poids  attaché  à  un  fil  parfaitement 
flexible^  passaQt  sur  une  (hi  pluisiieurs  poulies  de  renvoi  , 
^t  dopt  Vextrémité  serait  liée  au  point  d'applicatioft  de 
1^  forçç.  Cela  posé ,  concevons  un  levier  ayant  la  liberté 
de  tourner  dans  un  plan  vertical  autour  d'un  axe  hori- 
zontal fixe ,  et  imaginons  que  le  poids  qui  représente  la 
force  quelconque  P  (fig.  29)  appliquée  au  système  ait 
été  amené  dans  le  plan  du  levier;  la  distance  AM  étant 
tellement;  déterminée  que  le  point  M  du  levier  décrive 
autour  d'un  point  fixe  A ,  dans  un  certain  déplacement 
infiniment  petit  du  système ,  l'espace  $p  décrit  par  le 
point  d'application  de  la  force  P  dans  |e  sens  de  Faction 
de  cette  force. La  même  chose  ayant  été  faite  pour  toutes 
les  forces ,  on  verra,  par  le  raisonnement  empk^é  n*  10, 
que»  sanfs  altérer  les  conditions  de  l'équilibre  du  sys- 
tème, on  peut  supposer  le  levier  lié  ou  non  d'une 
manière  invariable  aux  cordons  qui  soutiennent  les 
•poids  P,  et  que  ces  poids  ne  peuvent  se  faire  équilibre 
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sur  le  système  seul ,  sans  se  faire  également  équilibre 
sur  le  levier  seul.  Mais  l'équilibre  du  levier  exige  qUe  là 
somme  des  produits  P.  AM  soit  nulle ,  et  l'on  peut  sub- 
stituer aux  rayons  AM  les  arcs  infiniment  petits  décrits 
simultanément  par  les  points  M ,  qui  sont  proportionnels 
à  ces  rayons.  Donc  on  doit  avoir,  si  l'équilibre  existe  , 
S.P.^/>=0  pour  un  déplacement  quelcôuque  infiniment 
petit  des  parties  du  système ,  et  cette  condition  assure 
effectivement  dans  un  système  quelconque ,  aussi  bien 
que  dans  un  levier,  Texislence  de  l'équilibre. 

237.  Nous  citerons  encore  la  démonstration  suivante, 
quia  été  donnée  par  Lagrange.  Soient  m,  m ,  m",  etc. 
(fig.  30),  les  points  du  système  auxquels  les  forces  P, 
P',P",...  sont  appliquées.  On  peut  toujours,  au  moyen 
de  plusieurs  moufles  mobiles  A,A',A",  etc.,  et  fixes  B, 
B',B",  etc.,  placées  dans  les  directions  de  ces  forces,  et 
embrassées  par  un  seul  fil,  remplacer  toutes  leurs  actions 
par  celle  d'un  poids  unique  R  attaché  à  l'extrémité  de  ce 
'  fil.  Et  si  l'on  suppose  le  poids  R  égal  à  l'unité ,  les 
quantités  P,P,F',  etc.,  seront  respectivement  égales  au 
nombre  de  cordons  parallèles  par  lesquels  les  moufles 
mobiles  attachées  aux  points  m^rH^ni\,..  sont  respec*- 
tivement  sollicitées.  Cela  posé,  supposons  le  système  en 
équilibre ,  et  par  conséquent  le  poids  R  immobile. 
Imaginons  ensuite  que  l'oà  fasse  subir  au  système  Un 
déplacement  très-petit ,  et  soient  <5p,^',(5p",  etc.,  les  es- 
paces parcourus  en  vertu  de  ce  déplacement  par  les 
points  m,  m'\  m",  etc.,  suivant  les  directions  des  forcée 
qui  les  sollicitent.  L'espace  parcouru  par  le  poids  R 
sera  évidemment 

p^^+  F.Î/i'4-P^^/i"+etc.  ' 
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Or  on  peut  affirmer  que  si  le  çystème  est  en  équilibre 
dans  sa  position  actuelle,  cette  quantité  sera  nulle.  En 
effet ,  elle  ne  peut  pas  être  positive ,  car  si  le  poids  R 
devait  descendre  par  suite  du  déplacement  supposé , 
comme  sa  tendance  à  descendre  subsiste  toujours ,  il  ne 
se  tiendrait  pas  immobile  comme  on  le  suppose.  La 
quantité  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  être  non  plus  néga- 
tive ;  car  lorsqu'un  déplacement  est  possible  dans  un 
système^  un  déplacement  pareil ,  mais  en  sens  contraire, 
Fest  également  ;  et  si  la  quantité 

était  négative  pour  l'un  y  elle  serait  positive  pour  lautre. 
Donc  quand  l'équilibre  subsiste ,  cette  quantité  est  né- 
cessairement nulle.  De  plus ,  si  elle est'nuUe,  et  par  consé- 
quent si  le  poids  R  demeure  immobile ,  quel  que  soit  le 
déplacement  très-petit  que  l'on  fasse  subir  au  système  , 
il  y  aura  nécessairement  équilibre  ,  puisque  les  points 
m^m\  m"\^  etc.,  n'§uront  pas  plus  de  tendance  à  se 
mouvoir  dans  un  sens  quelcpnque  que  dans  Je  sens 
opposé. 

Démonstration  générale  du  principe  des  idtesses. 
%^inuelles* 

238.  Les  notions  qui  viennent  d'être  exposées  ne 
peuvent  laisser  aucun  doute  sur  la  généralité  du  prin- 
cipe dont  il  s'agit,  principe  dont  on  déduira  toujours 
dans  chaque  cas  particulier  les  conditions  de  l'équilibre. 
Mais  à  raison  de  l'importance  de  cette  proposition  il 
convient  de  la  considérer  encore  sous  un  autre  poin)^ 


Digitized  by 


Google 


'  t 

4e  Tue  y.  plus  propre  à  en  faire  reconaiiître  la  sature  el 
coBcevoir  le  véritable  sens. 

Soit  un  système  quelconque  défini  conforméiDent  à  ce 
qui  a  été  dit  n""  330^  et  désignons  généralement  par 
s», ,  m,,  m,,  etc.,  les  divers  points  de  ce  système.  P.  re-% 
présentera  l'une  quelconque  deB  forces  appliquées  au 
point  m,  9  etjp,  la  distance  que  celte  force  tend  à  aug-i 
menter;  P,  représentera  Tune  quelconque  des  forces  ap* 
pliquées  au  point  m.,  et  p^  la  distance  que  cette  force 
tend  à  augmenter  ;  et  ainsi  des  autres.  Nous  si^poserons 
d'abord  le  système  entièrement  libre  de  se  déplacer 
d'une  manjère  quelconqtiedans  l'espace. 

Il  s'agit  d'eicprimer  les  conditions  de  l'équilibre  des 
forces  P,,  P,i  Pj,  etc.  Or,  quel  que  puisse  être  le  mode 
de  liaison  des  points  du  système ,  les  actions- des  forces 
P„  P„  P,,  etc.,  ne  peuvent  se  détruire  réciproquement  ^ 
§ans  qu'il  s'établisse  certains  efforts  de  compression 
ou  d'extension  dans  les  directions  des  verges  ou  fils 
qui  unissent  les  points  du  système ,  et  qui  s'opposent 
k  la  variation  des  distances  d'une  partie  de  ces  points 
considérés  deux  à  deux.  Tous  les  liei)^  existants  dans 
le  système  peuvent  être  ainsi  sollicités ,  ou  il  peut  se 
faire  qu'une  partie  seulement  de  ces  liens  soit  contrac- 
tée ou  tendue.  Nous  appelons  ces  efforts  force$  inté- 
rieures ,  en  les  distinguant  des  forces  P,,  P„  P3,  etc., 
qui  sont  appliquées  extérieurement  au  système.  Nous^ 
désignerons  par  F.  l'un  quelconque  des  efforts  intéi^eurs 
qui  s'exercent  entre  le  point  m^  et  un  autre  point  du 
système ,  et  par j^  la  distance  que  cet  effort  tend  à  aug* 
idienter,  distance  qui  est  prise  sur  la  direction  de  la  If-. 
gii;e  qui  joint  les  deux  points.  Nous  désignerons  égale-: 
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l^Ot  par  F^  l'm.  quelow^M  des  ^farU  mlérietti»  q»i 
a'^^Lforçenl  ^n^e  k  point  «t,  et  ub  aii^re  point  dusjFêtèttie, 
^^ p^«^^  distance  prise  sur  (aligne  de  jonbttoa  d#  ces 
deux  points  que  la  forée  F.  tend  à  angm^iter ,  etc. 

Cela  posé ,  Véquililure  géfljéral  4u  fj^tèipie  ne  peut 
subsister  à  moins  que  chacun  des  points  m,,  m»,  m,,  etc., 
ne  soit  séparément  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
extérieures  et  des  efforts  intérieurs  qui  lui  sont  appli- 
qués. L'existence  de  cet  équilibre  exige  donc,  d'a- 
près ce  q«'o0  a  vu  n»  80 ,  qiié  Ton  ait  séparément  les 
équations 

etc.  ; 

^i  seront  eh  même  nombre  que  les  points  matériels  du 
système ,  et  dans  lesquelles  les  valeurs  des  variations 
^,  »  ^.  »  ip„  etc.,  et  ^,  ^,,  ^/, ,  etc.,  peuvent  résulter 
d  un  déplacement  quelconque  attribué  à  chacun  de  ces 
points. 

239«  JVi^i^  (CK)mme  les  points  m^^nh^  f*^f  ^^«7  Mnt 
supposés  ici  former  un  système  ^  il#  ^e  peuvent  s6  dé-^ 
placer  qiie  4'une  manière  conforma  à  la  Dature  deis  liai-- 
SQZ^  établies  entre  ces  points  et  qui  constituent  le  sys^ 
tème,  ce  qui  restreint  1^  généralité  des  valeurs  qui  peu* 
vent  être  attribuées  dans  les  équatloas  précédentes  m% 
variables  ^,,  ^„  ^,  etc.,  et  if,,  ^.,  ^,  e|tc.  Cette  res- 
triction nécessaire  ayant  lieu ,  on  peut  affirmer  que 
qndl  que  soit  le  changeaient  de  figure  infi^imeyat  petit 
subi  par  le  système ,  si  1  on  vient  à  ajouter  toutfss  le^ 
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équations  du  numéro  préeédent ,  les  moments  virtuels 
dus  aux  forces  intérieures  se  détruiront  toujours  réci- 
proquement et  disparaîtront  entièrement  du  résultat , 
en  sorte  que  Ton  aura  l'équation 

0=S.P..^/i,+S.P..^.-f-S.P,.^/i,+etx:. , 

ou  simplement 

0  =  S.P.;/i. 

P.^p  représente  ici  généralement  le  moment  virtuel  de 
Vune  quelconque  des  forces  appliquées  extérieurement 
au  système  ;  c  est-à-dire  le  produit  de  la  force  par  T/bs-^ 
pace  infiniment  petit  parcouru  par  son  point  d'applica* 
lion  dans  le  sens  de  sa  direction  »  lorsqu'on  fait  subir 
au  système  un  changement  de  figure  quelconque  sans 
violer  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels. 
Pour  reconnaître  b  vérité  de  celte  proposition, 
considérons  deux  quelconques  des  points  matériels 
ni,,  m^y  et  admettons  qu'il  existe  entre  ces  points, 
une  tige  rigide  qui  empêche  leur  distance  de  subir 
aucune  variation.  Si  l'équilibre  des  forces  extérieures 
P^,  P.,  P3,  etc.,  exige  qu'il  s'établisse  un  effort  dans  le 
sens  de  laligne  m.,  m„  cet  effort  donnera  lieu  à  compren- 
dre dans  l'équation  relative  au  point  m„  une  force  F,  qui 
sera  dirigée  suivant  m,  m,  dans  un  certain  sens.  Il  faudra 
de  plus  comprendre  dans  l'équation  relative  au  point 
m,  une  force  F^  égale  à  F, ,  dirigée  suivant  la  même  ligne 
m,  m,  dans  le  sens  opposé.  Or  on  voit  facilement  que 
quels  que  puissent  être  les  déplacements  dei  points 
m,  et  m^  quand  on  fera  subir  au  système  un  changement 
de  figure  infiniment  petit ,  les  conditions  de  la  liaison 
exigeant  que  la  distance  m.  m,  ne  vahe  pas, les  moments 
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virtuels  des  deux  foicces  F,  et  F^  seront  nécessairement 
égaux  et  de  signes  contraires  (en  négligeant  une  quan- 
tité infiniment  petite  du  second  ordre).  Donc  ces  mo- 
ments se  détruiront  réciproquement  lorsqu'on  ajoutera 
les  équatioi|p  du  n**  238.  La  même  remarque  peut  s  ap- 
pliquer à  tous  les  efforts  intérieurs  qui  s'établissent  dans 
les  parties  du  système ,  efforts  qui  donnent  toujours  lieu 
à  deux  actions  égales  et  contraires.  Ainsi  Ton  est  assure 
que  l'existence  de  lequilibre  dans  un  système  quelconque 
entièrement  libre  exige  nécessairement  l'existence  de 
l'équation   S.P.^/>=0. 

240.  Il  est  facile  de  reconnaitre  d'ailleurs  que  si  le 
système  n'est  pas  entièrement  libre ,  c'est-à-dire  si  quel- 
ques-uns des  points  sont  fixes ,  ou  assujettis  h  se  mou- 
voir sur  des  surfaces  courbes  ou  des  lignes  courbes  don- 
nées ,  cette  même  équation  doit  encore  subsister  dans 
le  ca»  de  l'équilibre.  En  effet ,  on  peut  toujours ,  sans 
altérer  l'équilibre ,  supprimer  les  obstacles  par  lesquels 
les  points  sont  retenus ,  pourvu  qu'on  les  remplace  par 
des  forces  extérieures  égales  aux  efforts  que  ces  obsta- 
cles supportaient,  et  considérer  alors  le  système  comme 
libre.  Or  il  est  évident  que  pour  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  la  nature  du  système,  les  moments 
-virtuels  de  ces  forces  extérieures  par  lesquels  les  obsta- 
cles seront  remplacés ,  seront  nécessairement  nuls  «puis- 
qtft  les  points  matériels  ne  peuvent  se  déplacer  dans  le 
sens  de  ces  efforts.  Ainsi  l'équation  S  P.d^=0  subsistera 
sans  qu'if "Soit  nécessaire  d'y  introduire  les  efforts  dont 
il  s  agit. 

2fcl.  Il  est  démontré  par  ce  qui  précède  que  réqmilibre 
ne  peut  exister  dans  un  système  quelconque  sans  que 
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T^fitioos  ^^Qnipsitt)^l«i§  ^ir«c  l«0  (OooditîoiM  cb  la  liiétan 
des  poiota  4'appUoatioii  4€$  forces  ei^tàriewres  P.  Oo  re^ 
Gomnattra  4e  plu^  ^e  fi  ç^ta  équattra  a  lien ,  les  ibroes 
P  ae  font  ^éceasairemeiit  équilibre  sw  le  lystème-  Bn 
effet,  adB^ettomqneréquatiojEi  S.P.j^scOétant  vérifiée 
par  lea  valeurs  des  forces  P>  l'équilibre  ne  subsiste  pas^ 
en  sorte  que  le  système  soumis  à  Faction  de  ces  forces 
subisse  un  changement  de  figure  quelconque  que  nous 
supposerons  très^tit.On  pourrait  évidemmeiitprévenir 
ce  .changement  de  figure ,  et  mettre  le  système  en  équi-^ 
libre,  en  appliquant  à  chacun  des  points  m^m^^m^  etc., 
de  nouvelles  forces  Q ,  ^  Q , ,  Q, .  etc. ,  dans  les  directions 
contraires  aux  espaces  $q,^  ^^,,  $q^,  etc.,  que  les  points 
matériels  auront  parcourus.  Et  puisque  le  système  est 
actuellement  en  équilibre ,  on  aura 

qui  se  réduit  à 

S.P^i«0, 

le  premier  terme  étant  ùul  pat  liypothèse.  Or,  cèmâie 
les  forces  Q  ont  été  appliquées  dans  un  sens  coi^traire  à 
celui  où  se  sont  mus  les  points  m  pour  parcourir  les  es- 
paces $q,  tous  les  moments  virtuels  QiJq  Sont  négatifs. 
Donc  on  ne  peut  satisfaire  à  Téqùation  S.Q.^9=0  sans 
supposer  nulles  toutes  les  forces  Q„  Q„  Qj,  ce  qUî  dé* 
montre  la  proposition  énoncée. 
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Usa^  du  principe  des  vUe$$es  ^ifiHeU^  pour  ta 
recherche  des  cotiditùms  d'éqmlièr0  d'itn  système  de 
fixées. 

9JA.  Les  points  du  système  étant  rapportés  à  des 
coordonnées  rectangulaires,  soient  4?„  y„  jsj^  les  coordon- 
nées du  point  m..  Désirons  également  par  jr,»  j<-,,j7.1es 
clïordotinées  du  point  m, ,  et  ainsi  des  autres.  La  com- 
piosition  du  système,  ou  les  ccmdittons  de  la  liaison  des 
points  d'application  des  forces ,  seront  exprimées  par 
certaines  éijuations  subsistantes  entre  les  coordonnées 
des  points  m„  m,,  m^,  etc.  Par  exemple,  si  la  distance  des 
deux  points  m, ,  m,  devait  conserver  toujours  une  valeur 
constantey^  on  aurait  l'équation 

Si  1^  point  m,  était  assujetti  à  se  mouvoir  stir  une  surfhce 
fixe  donnée ,  seS  côordonnéels  Ar,,  y,,  z,  devraient  satis- 
faite constamment  h  l'équation  de  cette  surface  ;  et  si  le 
même  point  devait  se  mouvoir  sur  une  ligne  fixe  donnée , 
elles  devraient  satisfaire  constamment  aux  deux  équations 
<}ui  dét^miuent  cette  ligne . 

En  général  lescoordonnées  •ï^,%fo^i'^.'>^«?*.î  •^'jO^i?*»^^^., 
des  pôinti  m, ,  m^,  m,,  etc. ,  doivent  être  regardées  comme 
étant  assujetties  à  satisfaire  constamment  à  plusieurs 
équations  de  condition 

LssO,      M==0,      N=0,      etc., 

qui  expriment  la  nature  des  liaisons  établies  entre  les 
points  qui  constituent  le  système ,  et  dans  lesquelles 
L ,  M ,  lï ,  etc.,  peuvent  ^présenter  des  fonctions  quel- 
conques de  ces  coordonnées.  Il  faut  remarquer  toutefois 
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que  «le  nombre  de^  équations  dont  il  s'agit,  distinctes  les 
unes  des  autres ,  doit  être  moindre  que  le  triple  du  nom- 
bre des  points  m^^m^,  w,,  etc.  ;  car  s'il  lui  était  seu- 
lement égal,  toutes  les  coordonnées  étapt  déterminées, 
les  points  du  système  seraient  fixes  dans  l'espace. 

2&>3.  Cela  posé ,  chaque  force  P  appliquée  au  système 
peut  être  remplacée  par  ses  trois  composantes  X, Y,  Z 
parallèles  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z.  L'équation 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  expri-: 
mant  l'égalité  à  zéro  delà  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  appliquées  au  système,  sera  donc 

S.X.^a:-t-S.Y.4^4-S.Z.fc=0;  (A) 

c'est-à-dire 

X.^x.+Y.J^.+Z.fo,-f  X.te.-|-Y.er.-hetc.  =0. 

Dans  cette  équation ,  les  variations  ^x,  ^,  $z  des  coor- 
données de  chaque  point  du  système  ne  peuvent  prendre 
que  des  valeurs  conformes  au  mode  de ,  liaison  d^  ces 
points.  Donc  elles  sont  assujetties  à  satisfaire  aux  équa- 
tions que  Ton  obtiendra  en  diSerentiant  les  équations 
de  conditionL  =  0,  M  =  0,  N=0,  etc.,  par  rapport  aux, 
coordonnées  x^^y^^z^  ;  x^,^,,  z^,  ^tyj^v  ^»  »  ^^^'  î  ^^  mar- 
quant  les  différentielles  par  le  signe  S.  Ainsi  posant  de 
plus  les  équations 

^L=0,  m=0,  ^N=rO,etc (B) 

cçst^à-dire 

dh   -      .    dh  .      .    dh  ^        dh   ^      ,    dL  ^      , 
d^  ^     ,   dH^      ^  dm,    ,   dUL^     ,  dm  ^     . 
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^.  '"■+  ¥.*''+^.  '*'"•-  ^.  *"^+  ^/•^•+*'^' = ^* 

on  devra  les  réunir  à  l'équation  (A)  pour  éliminer  autant 
des  variations  te,,  Sy^,  ^z/,  te,,  ^^,  ^z,  ;  te,,  etc.,  que  le 
nombre  des  équations  de  condition  le  permettra.  Les  va- 
riations restantes  après  cette  élimination  demeurant 
entièrement  indéterminées ,  on  devra  égaler  séparément 
à  zéro  chacun  de  leur%  coefficients.  Les  éqqations  obte«* 
nues  de  cette  manière  exprimeront  toujours  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces 

XoY.,2,  ;  X,, Y.,Z,,  Xj,  etc. , 

pour  qu'elles  se  fassent  mutuellement  équilibre  sur  le 
système. 

2kk.  Nous  remarquerons  maintenant  que  ces  équations 
finales  peuvent  être  obtenues  soit  par  les  procédés  ordi- 
naires en  prenant  dans  les  équations  (B)  les  valeurs  de 
celles  des  variations 

Sxjjrjz,;  '^Xjjr,,§z,;   te,,  etc., 

que  Ton  veut  éliminer,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (A)  ;  soit  par  un  autre  procédé  appelé  méthode 
des  multiplicateurs,  qui  consiste  à  multiplier  chacune 
des  équations  (B)  par  un  facteur  constant  indéterminé , 
à  les  ajouter  à  Téquation  (A),  et  à  considérer  ensuite 
cette  équation  comme  la  seule  à  laquelle  il  s'agisse  de 
satisfaire.  En  désignant  par  X,^,v,  etc.,  les  facteurs 
dont  il  s'agit ,  on  formera  donc  ainsi  l'équation 

s!x.te+S.  Y.5j^+S  .Z.^z+X.^L+p.M+v.^N+etc.  =0. . .      (C) 
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Égalant  séparéIMnt  à  zéro  le  cdefficieBt  àe  chactmâ 

des  variations  ^Jr?„5^„^*ô  ^«î  ^•j  ^«s»  ^^c»  ^^  ^^^^  ^^ 
nombre  d'équations  égal  au  nombre  des  coordonnées 
des  points  du  système.  Si  l'on  élimine  ensuite  entre 
ces  équations  les  coefficients  indéterminés  >>fA)V,  etc., 
les  équations  finales  ainsi  obtenues  ne  différeront  point 
de  celles  que  Ton  aurait  trouvées  par  la  méthode  ordi- 
naire deFélimination,comme  il  est  facile  de  s'en  assurer^ 
On  remarquera  d'ailleurs  que  ces  équations  finales  réu* 
nies  aux  équations  de  condition 

.  L=0,]VU=O,N:;=O^  etc. , 

scmtennombre  égal  aunombredes  coordonnéesdespoiAts 
du  système ,  en  sorte  que  la  figure  du  système  est  entiè- 
rement déterminée  lorsque  les  forces  X,  Y,  Z  sont  don*^ 
nées ,  et  réciproquement. 

2i!k5.  Ia  reni^rque  précédente  donne  lieu  k  en  fiiire 
une  autre  plus  importante.  Poser  Téqu^itioti  (C)  etégaleyr 
séparément  à  zéro  les  termes  contenant  chacune  des 
variations 

^n.^J^,;  ^-r^^^fe.;  ^07,,  etc.^ 

c'est  faire  ce  qui  devrait  être  fait  si  chaque  point  du  sys* 
tème  était  entièrement  libre  ;  et  si ,  outre  les  forces  dési-^' 
gnées  par 

X„Yi>Z,;  X„Y„Z,;  Xj^etc, 

Gfk  eux  appliqué  encore  à  chaque  pmut  d'axdres  fiyfieea^ 
dont  les  moments  virtuels  seraient  représenta  par  les 
termes  c^ui  résultent  de  l'introduction  des  quantités 
>.*L,  pflll,  v^N  ,  etc.,  dans  cette  él{uation.  Pour  fixer  les 
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idées,  supposons  qtte  dans  réquatton  L  :â:0  il  n'entre 
que  les  coordonnées  Jt,,  /,,  z^  du  point  m,.  Le  terme  l.A» 
de  Téquation  (C)  reviendra  à 

Bouc  ce  terme  repréi^nte  v^itdblement  fa  sontme  des 
moments  Tirtueb  de  trois  fb^es 

oLà        uJj       d\à 
dx,  '     ily,  '     dz,  ' 

appliquées  au  point  m,,  et  dirigées  respectivement  dans 
le  sens  des  x^  des  j-  et  des  z.  Supposons  que  la  foncticm 
L  contienne  encore  les  coordonnées  Jc,  >jr,i  ^.  ^^  point 
m;,  le  terme  >.^L  de  Téquation  (C)  présentera  de  plus 
la  quantité 

dlâ     -  dli  dtê 

c'est-à*diie  la  somme  des  moments  virtuels  de  trots 
fiMPces 

dL       dh       dL 
\te/  \^.'     dz,' 

supposées  appliquées  au  point  m^  ^  et  dirigées  respecti-^ 
vement  dans  le  sens  des  x ,  àesjr  et  des  z.  Et  ainsi  des^ 
autres. 

Nous  ajouterons  que  les  forces 

dli        dLt        dij 

^dx/^^yr   dz/ 

appliquées  au  point  m,  et  dirigées  parallèlement  aux 
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X ,  '  aux  y  et  aux  z  ,  peuvent  être  regardées  comme 
les  trois  composantes  d'une  force  unique  dont  la  valeur 
est 

'V/(ê)V(|)V©'- 

force  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à  la 
surface  que  représente  l'équation  L=:0 ,  lorsqu'on  y  re- 
.  garde  les  coordonnées  x^j-,,  z,  conune  seules  variables.  ^ 
De  même  les  forces 

^L  X—    >  — 

dx^'      dy^''      dzj" 

appliquées  au  point  m„  peuvent  être  regardées  comme  les 
trois  composantes  d'une  force  unique  dont  la  valeur  est 

V(S;)  +  (^>(£)-, 

et  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  h  la 
surface  que  représente  lequation  L=0 lorsqu'on  y  re- 
garde les  coordonnées  x,,  j",,  z^  comme  seules  variables. 
Et  ainsi  des  autres^.  Les  forces  dont  il  s'agit  représen- 
tent évidemment  les  résistances  qu'opposent  les  parties 
du  système  aux  efforts  qui  tendent  à  déplacer  les  points 
ou  à  changer  leurs  distances  actuelles.  Et  c'est  par  cette 
raison  qu'il  est  permis  déconsidérer  chaque  point  du 
système  comme  entièrement  libre  ,  lorsque  1  on  tient 
compte  de  ces  mêmes  forces. 

On  voit  parce  qui  précède  que  toute  équation  L  =0, 
entre  les  coordonnées  des  pointa  du  système,  exprime 
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r«xiaèmoè  dç  lêBtts  établiàeatréoes' points,  et  oon- 
cràreoii  à  T^^Bbre  du  ^stème  «omuici  le  ferai^it 
let^foreès 

^dL       dL        dL 
^dxr    d^.'^dkr 

appliqués»  au  poial  m,  pamUèkmênt  aux  axes  ;  les 
fMces 

^dL       dL        dh 

applklué^STali  poiaJt  J9I,  :  et  dioside  suite.  Le  ooëffiâent  X 
reste  iudéterifcifmé.*  Une  autre  équation  de  condition 
M  =r  Q,  entre  les^ménes  côordtonées,  équivaut  de  ménœ 
aux  forces 

dlA        dJH        dtIL 

""d^:  ^ipr  ^d^r 

appliquées  au  point  m, ,  et  aux  forces 
jM       dUL      dm 

^dx^'  ^dy^'  ^dzr 

appliquées  au  point  m^ ,  etc.  Le  coefficient  fi  reste  éga- 
lement^ indéterminé,  n  en  est  de  même  à  l'égard  des 
autres  équatio^  »de  condition. 

r  <  946.  On  voit  en  outre  que  la  méthode  indiquée  n^"  %hh 
conduit  à  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre  d'une 
manière  tout  à  £nt  indépendiainte  des  valeurs  que  pour- 
ràientprendré  les  indéterminées  )t,fA,v,  etc.  Mais  cette  mé- 
thode donne'  aussi  lemdyen  cfe  trpuver  les  valeurs  de  ces 
quantités ,  ce  qui  fait  coi^ndHre  les  efforts  supportés  par 

15 
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le»  p^rtî^s  dftqratène.  Ea^et,  l'é^piatMi  (C)éoBAftaifr> 
tmt  d'^oation»  ^atiaetcsr  qa'û  y  a  de  ooovdoiinétt  en 
points  du  système  ;  et  si  Van  réunit  à  ces  ëqoatiims  les 
équations  de  ccmdition  L=0|  M,=Q,  N=0,  etc. ,  qui  sont 
en  même  nombre  que  ks  indéterminées  >,^,v,  etc.»  on  a 
toujours  autant  d'équations  qu'il  est  nécessaire  pour 
déterminer  l#s  cotrdoAtiéet  de  loua  ks  poioÉs  et  ^es 
quantités  >,a«,v,  etc.,  quand  les  forces  sont  données  ;  oa 
pour  déterminer  les  forces  appliquées  à  tous  les  points 
dans  le  sens  de  chaque  ase^  et  1^  quantités X,  |x,  v,  etc., 
quand  la  figu]:«4«syslèaieest  donnée. 

'MT.  Upeut  arriver  que  le#  équations  1ibk0,  Mm% 
NcbO,  etc.,  ne  donnent  que  d'une  nuinièir^  imparft^e 
xm  inoomplèlerla  eomtîlntton  èa  système.  Par  exemfrte, 
si  Ton  veut  exprimer  pdriiBe  de  ces  équations  que  le 
point  m  est  assujetli  à  dem^irersur  «ne  surface  fixe 
donnée ,  cette  équation  indiquera  que  le  point  ne  peut 
se  mouvoir  suivant  la  direction  de  la  normale  à  la  sur- 
face, ni  dans  un  sens ,  ni  dan»  l'autre ,  et  qu'il  peut 
seulement  se  déplacer  suivwt  une  ligne  quelconque 
dirigée  dans  le  plan  tangent  ;  et  cependant  il  est  possible 
que  le  point  ait  la  liberté  de  se  mouvoir  en  tous  sens , 
estérieuranient  au  corps  terminé  par  la  surface.  De 
même,  9i»équatî<m ,  exprimant  que  la  dîstancie  de  deux 
points  est  invariable ,  cmvien^a  au  cas  oà  ces  points 
90iit  jr^unispmr  une  v^rj^  iilfle9iibk  U  iœxtensîble^  mais 
s'ib  sont  Téwus  pwr  un  fil*  l'éqMUon  n'mdiqneni  paa 
suffisawnent  l'état  du  ^stème,  car  la  ptésoMe  de  ce  fit 
prévi^U  amkfment  les  dé|^«eMeaes  pae  l'effet  deApels 
U  distroce  des  dfux  poii^  est  tusgÉsentée.  On  doif 
coAc^ure  de  cette  cbservatien  que  ks  rtadtats  auxqudf 
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on  se  tffovve  cmàmt  parl'appliciitMm  au  principe  det?f- 
teetee  TirtiMUcâll^  wffiéent  fM  ténjamn  pour  détermmer 
ecmi^lemeiie  Itt  ^on^itioitt  de  T^qviUbre»  et  qu'ilfaut 
encore  examiner,  d'après  les  signes  dont  les  valçurs 
des  quantités  >,;&,¥,  etc.,  se  trouveitHit  affecteed,  quel 
est  le  sens  dM  efiorts  supportés  par  les  liens  ou  par  les 
obstacles &(e9  qui.fottt  partie 4a  ^f%lkm»3  ttsi ,  d'a- 
près ce  seps ,  les  résistances  nécessaires  à  l'équilibre  au- 
ront rédlément  lieu. 

Exemples  de  tappUcaiion  du  principe  des  vites$e$ 
%firtuelles. 

. . 2(8- On ^yu,  diMis l'article II, l'appUcatioii^ du frin- 
cipe  des  vitesses  virtuelles  à  la  recbwche  des  conditions 
de  r^uilibre  de  plusieurs  Ibrees  appliquées  à  un  settf 
point.  Geriisidérons  maintenant  un  iqrstèfiKr  de  pdlnttf 
Boatéidels  liés  cnlM  eux  d'une  iiisusiière  itit«HaMe  et 
iarmairt  un  corps  solide»  Fotr  appliquer  ici  «ne  principe , 
<m  doit  déÉettniner,  dans  l'éqûati^n  féûérate  (A)  ètk 
nffiiS 

les  variations  ix,  9f^  9js,  d'après  la  condition  que  dans 
un  déplacement  quelconque  subi  par  le  corps,  tous  les 
points  matériels  conservent  leurs  positions  respectives 
et  leurs  distances  mutuelles* 

Pour  parvenir  aux  équations  d'équilibre  ,  concevons 
les  points  da  ccMrps  rapportés  à  un  nomrean  système  de 
coordonnées  rsctaufulaires  di,y\t'  %  notisMroni 
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en  désignant  par  a,€»7,  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine ,  et  faisant 

itscos.^?,  6=sco8.^,  c=cos.^, 
a'=co8.j^jr,  6'=:cos.^y,  cf=szcos.jrz\ 
a"=oos,î^,    y=co8.  «y,    C^'=CC0S.2«'  ; 

d'où  résultent  les  relations 

a6-|.a'i/-|-a"^'=0,  tfc+aV+a"(/'=:0,  6c+yc'+a'V'=0, 

qui  laissent  indélereûnées  teois  des  quantités  a,6,c,  etc. 
Or  le  système  proposé  étant  un  corps  solide,  si  Ton 
conçoit  que  les  axes  Jies  af^y^zf  fassent  partie  de  ce 
système,  un  déplacement  quelccMoque  cfaïuDgcra  la 
position  de  ceâ  axes,  ainsi  que  les  ooordonkiées  âr^^js, 
niais  ne  changera  pas  les  coordonnées  xf^^zf.  On 
peut  donc  différentier  les  équations  précédentes  en 
regardant  xfy,z'  comme  constantes ,  ce  qui  donnera , 
en  marquant  les  différentielles  par  le  signe  9j 

fy=z9î+a/âa!^y9l/-{-7!$cf , 

Supposons  piaintenant  qu'avant  le  déplacement,  les  axes 
des  x'^yz'  coïncidaient  avec  les  axes  des  x^^z.  On 
aura  x^c=xfyy=y\  z=z']  et  par  conséquent  a=l,  i=0, 
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c«îO;:V^=rO,  *:5=l,Vf*«;a"=t=«,  A"=M>,  c"=sl.  Mmsi 
noua  pott^mis  écrire 

ou  bien,  comme  les  équations  de  condition  étant  diffé- 
rentiées  se  réduisent,  à  cause  des  valeurs  précédentes, 

td+9b"=0; 

où  les  quantités  M',9B,Sc\,  sont  entièrement  arbi- 
traires. Nous  sommes  maîtres  d'ailleurs  d'écrire  au 
lieu  de  ces  expressions 

^Z  aa^-j-O?^— -y^  ^ 

en  désignant  par  9f,  df»  et  ^  trois  angles  quelconques 
infiniment  petits.  Il  reste  à  distinguer  ce  que  représen- 
tent ces  angles ,  qui  se  trouvent  substitués  respective- 
ment à  ^c',^"  et^i.  Or,  dans  l'hypothèse  de  la  coïnci- 
dence primitive  des  axes  des  x\j\z^  avec  les  axes  des 
xj-^z ,  ^c'  est  le  cosinus  de  l'angle  qui  s'établit  entre 
l'axe  desjr  et  Tane  des  ^,  cosinus  dont  Ja  valeur  ne  dif- 
fère point  de  celle  de  l'angle  décrit  par  le  système  au- 
tour de  l'axe  des  x.  De  même  *a"  est  le  cosinus  de  l'angle 
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qffi  t'éHiUit  eaUrè  Taxèite*  %  «I  ctlul  «tes  af ,  d<mt  là  ¥ft^ 
leur  est  égale  à  celle  de  Tangle  duit  k  syilèiiM  tcMWiie 
autour  de  Taxe  des  j^»  Enfin,  9b  est  le  cosinus  de  l'angle 
qui  s'établit  entre  Taxe  des  x  et  Taxe  desy  »  d<Mit  la  ya- 
leur  est  égale  à  celle  de  Tangle  dont  le  système  a  tourné 
autour  de  Taxe  des  z.  Donc  les  trois  angles  infiniment 
petits  Jf^li»,^  eipriinAnt  respectivement  dm9  \m  for^ 
mules  précédentes  \^  déplacements  angulaires  AuAwr 
desa«esdes^»  d^j^eidesz.  Cet anj^ sont «iq^poiés 
positifs  lorsque,  considérant  Tangle  trièdre  ffnné  par  IfS 
parties  positives  des  axes ,  la  rotation  a  lieu  de  x  vers  z , 
de  z  versy,  et  de^  vers  x. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton  représentera  un 
déplacement  arbitraire  infiniment  petit  des  points  d'un 
corps  solide  en  admettant  que  tous  ces  points  se  sont 
transportés  des  quantités  Jk,^,^,  dans  le  sens  des  trcÂs 
axes  des  coordonnées  ;  et  que  ces  mêmes pointsont  décrit 
autour  des  trois  axes  les  angles  9if,S»^9^.  Les  valeurs  des 
quantités  ^a,J6,^  et  ^,Aift»#f|S9nit  entièrement  arbitraires 
et  communes  à  tous  les  poilUs  àû  corps.  Les  formules 
précédentes  expriment  ks  v^ iations  que  subissent  les 
coordonnées  de  chaque  point  par  l'effet  de  ces  mouve- 
ments. 

Si  maintenant  on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  àx^iy^iZj  dans  l'équation  donnée  par  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  qui  est  posée  au  commencement  de 
ce  numéro  ,  on  aura 

d'où  l'on  conclut,  à  cause  de  Tindépendance  de  ft,  P,  etc.  : 
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S.Z  =0,  S.(Zjc—Xjc)=0.  . 

des  dernières  équations  expriment  complètement  les 
conditions  de  VéqniKbreda  corps  solide ,  conformément 
à  ce  qu'on  a  vu  n"^  S4. 

249.  Il  importe  d'observer  que  le  déplacement  d'un 
point  quelconque  d'un  corps  solide ,  représenté  par  les 
expressions 

fy=azfff'^a:9i^ I     (mi 

et  résultant  de  trois  mouvements  de  rotation  exécutés 
autour  des  trois  axes  des  jc,  des  y  et  des  z^  peut  tou- 
jours éti:e  considéré  comme  étant  du  à  un  s^ul  mouve- 
ment de  rotation  c^ui  aurait  lieu  autour  d'une  certaine 
ligne  passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Eln  effet , 
1**  si  Ton  pose  *v=0,  ^/=0,  Sz=0 ,  c'est-à-dire 

ou  bien 

*9  ^  ^0»    '^    9^   ^ 

on  voit  ^ue  Ifscoovdonaées  qmî  satitf<lDt  à  ocs  équation 
appartiMne0l  k  «ne  lipie  dmîte  passant  par  l'oiigiae«t 
fermant  ttVM  le» axes  des  x,d»êyr  «t  des  ^  des  M^ 
d(Mit  les  cosôniB  nml  pespcetivtmcnt 

^^  3o*  *p 

V/v-|-j«»-f-*+«*  VW^?^'  Vv+^'-HI'"' 
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d^où  il  résulte  que  les  poinle  placés  «uroette  ligne  drmte 
que  nous  nommerons  Fax0,de  rotation^  font  demeurés 
immobiles. 

V  On  reconnaît  que  tous  les  autres  points  du  corps 
ont  tourné  autour  de  Taxe  de  rotation  ;  car  si  ce  mouve- 
ment a  eu  lieu,  l'arc  infiniment  petit  décrit  par  l'un 
quelconque  de  ces  points ,  dont  les  projections  sur  les 
axes  sont  ^x^fy^^z,  sera  perpendiculaire ,  1^  à  Taxe  de 
rotation,  ce  qui  est  exprimé  par  Téquation  : 

â""  à  la  ligne  menée  de  ce  point  à  Tôrigine  des  coordon- 
nées y  ce  qui  est  exprimé  par  Téquation 

Or  les  expressions  (m)  de  9x,fy^9zy  satisfont  effective- 
ment aux  deux  équations  précédentes* 

On  obtient  l'angle  $d  décrit  par  tous  les  points  du  corp 
autour  de  Taxe  de  rotation  en  observant  que  l'espace 

parcouru  par  un  point  quidkaxMpie  est  V/*r'44r!-H^  » 
ou  en  mettant  pour  $x,9y^êZf  les  valeurs  {m)^ 

y^(^"+y+^%9ff'^^'i^*)^{xSf^yà^z^)\ 

Or»  si  le  point  est  mimé  dans  un  ptaa  perpendiculaire 
à  l'axe  de  rotation  At  passant  fnir  IWigme  des  coor- 
données ,  le  ftoc90<l  terme  de  la  /panlité qui  ^tso^s 
le  radical  est  n»l,  et  x'4:y*4*^V  jot  le  ntfon.de  Yjuc 
qui  a  été  décjrit.  Donc 
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AiiOKrles mouvemeiiU'de  to^  'âptôur  de 

diTers  axes  se  composent  et  se  décomposent  suivant  les 
mêmes  lois  que  les  mouvements  rectilignes.  L'axe  de 
h  ffta^oA  ^  €it  la:  diagoimk  dtt  paraH^ipipède  rec-  ^^ 
tangte  eqpstruit  sur  trois  Kgnes  proportionnelles  aux  ro- 
tatîMè  €oaqpotan|es  dfMiH  r  «I  la  rotation  résultante 
H  est  eUerméme  {»x>portim]ieUe  à  cette  diagonale.  •  s 
250»,  Nous  coi^fid^rerons  actuellement  l'équilibre  du 
poljigone  funiculaire  qui  a  été  le  sujet  des  n^  213  et 
suivantft.;]&A  cooservant  les  notations  du  n*"  213,  Je$ 
éqoatiiHis  de  condition  sont  ici    > 

/o=»/(j:-j:o)'+{r.-^o)'-Ha.-z,)%       '      , 

/.=V/(j:-J^.)'+Cr-r.)'+(^-2.)% 

etc. 

L'équation  (A)  du  n"*  2<h3  devient  : 

0= 

Toco»*ûo.teo+P,co8.a,4r,+P,co8.a,.te.-)-. . .+ T,  cos.a,.^a:«+i 

+T.COS.  CoJzo  +P.COS.  7,fc,  4-PaC06.7,&,  -}-•  •  -H-T,  COS.C..^^  1 . 

En  difierentiant  les  équations  de  condition  précéden- 
tes et  marquant  les  différentielles  par  le  signe  ^,  elles 
donneront  ^ 

/o 
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Par  ccméctttmit  si ,  céaforméfeMOt  à  ee  qiri  a  élé  dit 
n*  ikkf  on  ajouta  eeê  équations  aa  second  mambre  de 
réqnatiofi  précédente ,  aptèè  les  atoir  multiplîées  res- 
pectivement par  des  indéterminées  >oAA>*"*^<i»  ^  ^ 
Voa  égale  ensuite  sépatéinent  à  aéro  les  termes  qui  se 
trouveront  affectés  des  variatieasteot^oi^^  ;  ^i^^t^te,  $ 
%r, ,  etc.,  on  obtiendra  les  équations  suivantes,  qui 
expriment  les  conditions  de  Féquilibre  : 

[  (hsToCOs.  a,—K  "^Ç^  > 

Pour  le  pointiii^{0=ToCO8.6o— ^o'^^^Ç^ , 

fO=To008.Co— >«  ^~2  . 
Jo 

0=:Xo  -^ l^p^cos.a,— >.  — j—, 

•/ •  Jf 

a:sr\-?lt:^  +  P,  COS.  Ç  — >.'?JLZiî^ 


Jo  J, 


[0=>.  ^4^ +  P.oo..«.->.:^- , 
Poirtrkpoiiil«.{«=t>.'ïÇÎJ  +P.eos.f.— J.'ïï^* , 

J'  Ja 

CtC.^ 
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Fow  fe  point  m.  1 0=>.^^^^±p?^  4.T^  coâ.  6, 

Ces  résultats  s'accorclent  évidemment  avec  ceux  qui  oui 
été  donnés  dans  les  n**  213  et  21  i.  Les  coefficients 
>e9\>>«vv*^9  représentent,  conformément  à  ce  qu'on  a 
vu  n^âl^S,  les  tensions  supportées  par  les  divers  côtés 
du  pol/gone.  I4»  pemiiife  ut  la  dcmi&r^des  équatioM 
précédentes  indiquent  que  les  forces  appliquées  aux 
poîotft  e^tréoMt  éaiiwt  terè  difîgéet  dus  le  mm  êm 
c(kéftM«réiÉes  elégain  à  la  tmxéoa  de  ces  oAté^.  Les 
autres  éqmitîene  iediqueat  que  la  forée  apfJityife  à 
chaque  sonmiet  du  polygone  doit  éttm  égale  et  dkacle* 
ment  opposée  aux  tensions  des  côtés  contigus. 

251.  Nous  emploifronsenfiale  principe  def  vitesses 
virtuelles  à  la  reêbercl^  des  éq0atlu^  d#  la  çourl>e  fu- 
niculaire dont  on  s'est  occupé  dans  les  n**  218  ef  sui- 
vante ;  et  la  solution  de  dette  qi^estioii  pourra  dbnner 
une  idée  de  la  manière  dont  la  méthode  des  variations 
s'applique  aux  problèmes  de  mécanique. 

En  conservant  ici  les  notations  du  n[^  218,  Téquation 
qui  ex|>rime  Tégalité  à  zéro  de  la  tomme  des  moments 
virtuels  de  tontes  les  forces  appliquées  au  fil  est  : 

0  = 
ToCOS.Oo.  9x^  -f  To  col.éo.  ?ro+l*oCos.  C.  .fea 
+T»oo8.a«.ftr»4-Ti»co8.i«.^«+T«<^'<^«*^ 

ÇSm 
-f- 1    diipcos.a.dx-^pcos.t.fy-^pcos.j.iz), 

J  So 
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La  seule  condition  à  lafqiMUe  le  système  soit  assujetti 
consiste  en  ce  que  la  longueur  des  éléments  ds  du  fil 
est  invariable  ,  en  «orte  que  Ton  doit  poser  pour  çhaqun 
de  ses  éléments  Téquatiou 

d$ = const.      ou      S.di  sz  0. 
Pour  suivre  donc  la  règle  donnée  n®  Sfc4,  il  faudrait 
multiplier  chacune  de  ces  équations  par  une  indétermi- 
née ,  et  les  ajouter  toutes  au  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente.  Cela  revient  évidemment  à  ajouter  à 

l.ds ,  dans  laquelle  X  est 

regardée  comme  une  quaniité  variable  avec  s ,  et  pon^ 
vaut  premlee  une  vabrar  indétemliiée.  D'iq^rès  cela 
réqsatioii  exprimant  les  ceaditioDS  <fe  Téquilibre,  et 
analogue  à  l'équation  (G)  du  n^  34fc,  sera  : 

0  = 
T^c68.a;.te,  +  Tocos.fro  .?ro+ ToCOs.c.^2 
+T<^cos.ûi.Jir»+T*co8.J|»;^»-|-Ti»cos.C|».^i» 

Cette  équation  doit  subsister  quelles  que  puissent  être 
les  valeurs  attribuées  aux  variations  des  coordonnées 
des  divers  points  de  la  courbe.  Elle  est  tout  à  fait 
semblable  aux  équations  auxquelles  on  est  conduit  pour 
la  solution  des  questions  de  maxima  ou  minima  des 
intégrales  définies,  et  peut  se  traiter  de  la  même 
manière.  On  remarquera  dose  que  la  relation 

ds=zydx'+dy^dz' 
donne 
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Sds^ ^_ . j 

et  par  conséquent 

En  changeant  Tordre  des  s^oes  d  et  S^  et  effieçtuant  les 
intégrations  par  parties  qui  doivent  faire  disparaître  les 
différentielles  des  variations»  cette  expressipn  se. trans- 
formera en 


j; 


Udsz= 


-£:-[-l(4)-f^('-î><'+lCÏ>]- 

valeur  qui  doit  être  substituée  dans  Téquation  précé- 
dente. 

Si  Ton  fait  cette  substitution ,  et  si  l'on  égale  en- 
suite séparément  à  zéro  les  termes  affectés  des  varia- 
tions des  coordionnées  qui  sont  entièrement  indépen- 
dantes, l*"  il  viendra,  pour  le  premier  et  le  dernier  point 
de  la  courbe,  les  équations  déterminées  , 

dx 
0=:T,cos.^Xo— >o-^7 

dy, 
0=T.co8.6.— i.^, 

0=T,cos.c.-X.^"i 
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d'où  Tm  <:Midut  que  les  fbrees  appliquées  ant  points 
extrêmes  dirigent  être  dirigées  dans  le  sens  des  derniers 
éléments,  égales  et  opposées  à  la  tension  qué  ees  élé- 
ments supportent,  tension  qui  est  représentée  dans 
toute  rétendue  de  la  courbe  pat  la  valeur  de  la  quan- 
tité >. 

T  On  aum  pcmr  tous  lis  points  d#  la  courbe ,  en 
égalant  séparénuMt  à  zéro  ks  termes  affectés  de  d^,^,^z 
qui  sont  restés  $OUs  lesigned'intégratioia,  Ifs  équations 
indéfinies , 


/>C0S.7 

Ces  dernières  équations  s'accotidacit  avec  erilès  qui  ont 
été  donâéesn''  ââO.  En  les  int^t^ant  on  aura  des  équa- 
tions qui  s'accorder6nt  avec  celles  du  n*  318. 

Jtemttrque  générale, 

252.  Pour  reconnaître  à  quoi  tient  cette  analogie 
entre  les  méthodes  qui  s'appliquent  aux  questions  de 
maxima  et  minima  ^  et  celles  qui  sont  propres  à  la  re- 
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cherche  des  ctnnâiiMns  de  Féqailihre  d'un  ftyslème  de 
forces  ,  on  remarquera  i{wdai|e  l'équalieti 

S.P.^/i==0  ,      ou      fM+^JpA-Kipn+eic.  =  0  , 

qui  exprimées!  général  le»  cwdiiUoiia  dont  il  â'egil,  on 
peut  dans  la  plupart  des  cas  natiupek  regarder  le  pre-» 
mier  membre  comme  étant  la  variatiop  d'une  certaine 
fonction  n  des  variaUe^  pnPijp»*  ctc^j  en  8<Mrte  qu'on  au- 
rait 

taai  P,.^.+P..(^.+P,.*;>,+  etc. 

L'équation  précédente  exprime  donc  la  eoodilion  du 
maximum  de  la  fonction  u«  Ainsi  fon  ne  peut  résoudre 
une  question  d'équilibre  san$  résoudre  en  même  temps 
une  question  de  maximum  ou  minimum,  On  conçoit  d'ail* 
leurs  que  s'il  existe  certaines  conditioUs  auxquelles  les 
Tariations^,,^^,^pt»  oIcm  soient  assv^ttiiea,  ilcoUvien^^ 
dra  d'y  avoir  égard.  La  manière  dcmt  c^  doit  se  faire 
a  été  expliquée  dans  les  n^  512  et  suivants  des  Leçons 
d'émédys^ ,  et  on  vpit  que  les  procédés  indiquésdans  ^es 
numéros  sont  entièrement  conformes  h  ceux  qui  ont 
été  exposés  ci-dessus- 

853.  Considérons  le  cas  particulier  où  toutes  les  for- 
ces appliquées  au  système  seraient  verticales  et  con- 
stantes ,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  système  serait  formé 
d'un  assemblage  de  corps  pesants  liés  les  uns  aux  au- 
tres d'une  manière  quelconque  ,  sans  qu'aucune  force 
étrangère  leur  fût  appliquée.  Toutes  les  lignes p.,jp,^^, 
sont  alors  parallèles;  P»,P,,Pt ,  etc.,  sont  constantes  ; 
et  par  conséquent, 

itePji.4-P^.+P#,-f  etc. 
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h!&siigUfiSf,,p^,Piy  ^iC;;rpeuTeni  étrei^cômptéas  à  partir 
de  points  fixes iquelcomques  pris  dans  ksilîffecttons-des 
forces.  Si  Ton  suppose  ces  lignes  comptées  à  partir  d'un 
même  plan  horizontal  quelconque ,  la  quantité  précé- 
dente divisée  par  la  quantité  cônstante,P.,+P.;+P3,et€. , 
c'est-à-dire  la  fonction 

P.+P,+P,H.etc.  '    ' 

représentera  la  distance  du  centre  de  gravité  des  corps 
du  système  au  plan  horizontal  dont  il  s'agit.  Les  condi- 
tions-nécessaires pour  que  le  système  soit  en*  équilibre 
sont^ac  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qtl(e  le  cen- 
tre de  gravité  des  corps  dont  ce  système  'est  composé 
soit  placé •  le  {Jus  haut  et  le  plus  bas  possible.  Nous 
exposerons  dans  la  suite  des  considérations  appartenant 
à  la  dynamique,  qui  sont  nécessaires  pour  étendre  et 
pour  compléter  ces  notions. 

XTII .  •  •  Équation  oÉNéRàu  du  -  mouvement   Wvw  sYstèmk 

1>E' POINTS   MATERIELS   SOLLICITÉS    PAR  '  DES    FORCES   QUEL- 
CONQUES.  ^PRINCIPE    DE   d'aLEMBERT.     . 

2S<h.  Les  conditions  générales  du  mouvement  d'un 
point  matériel  soumis  à  l'action  de  diverses  forces,  ont 
été  exposées  dans  l'article  VIII,  pour  le  cas  où  le  point 
matériel  était  entièrement  libre ,  et  dans  l'article  IX , 
pour  les  cas  où  ce  point  était  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  ligne  courbe  ou  sur  une  surface  courbe  donnée.  H 
s'agit  présentement  d'établir  les  conditions  générales 
du  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  assu- 
jettis entre  eux  d'une' manière  quelconque.  Nous  con- 
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ce von3  toujours  le,ays(ènie   formé  de.  la  manière  qui  a 
été  indiquée. dans  les  n*^  229  et  230,  et  nous  le  suppo- 
sons sollicité  par  des  forces  dont  l'action  s'exerce  d'une 
manière  continue  comme  celle  de  la  pesanteur. 

lia  Ipi  ,du  mouvement  d'un  point  matériel  libre  con- 
siste en  ce  que  la  quantité  de  mouvement  acquise  par 
le  corps  dan»  l'unité  de  temps  »  et  dans  la  direction  de 
la  force  par  laquelle  ce,  corps  est  sollicité ,  est  constam- 
ment égale  à  lefiort  exercé  sur  le  corps  par  cette  force. 

Si  le  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  dan^ 
une  ligne  ou  dans  une  surface  donnée  «  la  rechércbe 
des  conditions  de  son  mouvement  se  ramène  au  cas  d'un 
point  matériel  entièrement  libre ,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  l'article  YIII ,  en  introduisant  dans 
les  équations  générales  qui  expriment  ces  conditions  la 
force  qui  représente  Teilort  exercé  par  lequel  le  point 
matériel  est  retenu  dans  la  ligne  ou  dans  la  surface.  Et 
Ton  peut  déduire  de  ces  équations  générales  la  con- 
naissance du  mouvement  du  point  matériel  et  celle  dé 
l'effort  dont  il  s'agit. 

255.  Considérons  maintenant  un  système  de  points 
matériels  assujettis  entre  eux,  d'une  manière  quelcon- 
que ,  qui  se  meuvent ,  et  auxquels  sont  appliquées  des 
forces..  La  liaison  établie  entre  ces  points  ne  permet 
pas  en  général  qu'ils  cèdent  librement  h  l'action  des 
forces  qui  leur  sont  respectivement  appliquées,  et 
qu'on  puisse  déterminer  leurs  mouvements  d'après  les 
règles  qui  conviennent  à  un  point  matériel.  Il  s'établit 
évidemment  entre  tous  les  points,  ou  entre  quelques-uns 
des  points  du  système  considérés  deux  à  deux  ,  des  ac- 
tions intérieures  par  l'effet  desquelles  leurs  mouvements 

16 
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«ont  modifiés.  Le  mouvement  de  ïun  qiielcôiHjae  de^ 
poiftis  matériels  coMidéré  à  part  riàsulte ,  1*  éé  ^  ti-^ 
teasé  initiale;  â^de  lafoi^  extéri^nré^tii  \ùi  edt ap- 
pliquée; ^  des  actîODéiaUérieoreff  qui  s^étabK^sent  en- 
tre ce  point  et  les  antre»  p<Hxàts  au  Éjiïètikéi  actions 
ftti  dépendemt  eUesHmémes  de  la  nature  des  liaisons 
par  kaqiKlles  le  système  est  eottstltné;  MÀi«si  Fétt  ti^nt 
compte  de  ces  efforta  mtériemniv  <^  fowtn  étidcftnttieM 
exprituer  les  cooditioDS  du  moiivenieMt  de  c^nndes 
points  dur  sysèëme  delà  mime  mailièt«  que  si  ces  points 
étlrient  lUiret  de  se  mouTcnr  indfépendamm^nt  kè  «nM 
des  autres. 

D'aptes  cela  ,  en  réprésentant  pat  : 

m  la  masse  de  Tun  quelconque  des  points  maté- 
riels; 

Xfy,z,  les  trois  coordonnées  rectangul^résf  du  lien  &k 
ce  pmnt  se  trouve  situé  au  bout  du  temps  t  ; 

X,Y,Z^  ieS^  efforts,  exprittiés  en  unités  dé  poids ,  exer- 
cés sur  le  point  m  par  les  forces  extérieures 
qui  lui  sont  appliquées  dans  le  sens  des  âtes 
des  Je,  dcsj^,  des  ^; 

E,P,G,  les  efforts,  également  exprimés  en  unités  de 
poids ,  exercés  sur  le  même  point  parallèlement 
aux  axes ,  et  provenant  des  actions  intérieures 
qui  s'^établissent  entre  le  point  m  et  les  autres 
points  du  système  ; 

on  aura,  conformément  au  n""  tkl^  pour  ckaeun  des 
points  du  ^stème,  les  équations  : 
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Admet toi^s  j^alli tenant  que  considérant  le  èysténoe  dana 
l'état  Qtt  il  (e  trouhre  au  bout  du-  temps  ty  ùBhû  ii»* 
prime  nu  mouYHte^t  quelconque  infiniment  pétit^;  «tas^ 
quêtes  cQûdition^  de  la  liaiëon  des  points  matériels 
soient  violées^  et  par  Tcfiet  duquel  le  point  m  ail  diorvt 
respeotiyemelit  dims  le  sens  Aéé  .r,  dcsjr  dt  deé  z  ^  Iw 
espaces ^âr^^,^^.  Multiplions  la  premiéfe  des  éqi!iati0ns 
piS§céd«nte^  par  Sx,  ht  seccmde  por  ^^  la  troisième  pat 
^z»  ^ajoutfHfts  toutes  ks  équations  obteuueâ^  démette 
ma^dre*  Ob  obtiendra  aiiisi  Féqis^tikXK  unique  y 

le  signe  S  indiquant  une  somme  formée  des  quantités 
qui  suivent  ce  signe  appartenant  à  tous  les  points  du 
système.  En  effet  la  somme  S(E^x4-Fay+G^^),  des  mo- 
ments virtuels  dus  aux  forces  intérieures  est  nécessai- 
rement nulle  d'après  ce  qui  a  été  dit  n**  239. 

De  plus^  si  le  système  n'est  pas  entièrement  libre,  et 
si  quelques-uns  de  ses  points  sont  assujettis  à  demeurer 
dans  des  surfaces  ou  des  lignes  fixes  données»  les  résis* 
tances  de  ces  surfaces  ou  de  ces  lignes  introduiront  de 
nouvètie^  fot^ces  ,  m'ais  dont  tes  motnentSTii^tuels  seroût 
toujours  nuls,  comme  on  Ta  remarqué  dans  le  n^  24>0.  L'é- 
quation précédente  subsistera  donc  encore  dans  ce  cas* 
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260.  Cette  équation  exprime  les  conditions  générales 
du  mouvement  du  système  :  en  la  réunissant  aux 
équations  de  condition  par  lesquelles  la  nature  de  la 
liaison  des  points  matériels  est  définie ,  on  aura  tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  mouvements 
de  tous  les  points  matériels.  Les  variations  ^,  ty-y  êz 
doivent  satisfaire  aux  équations  dont  il  s'agit,  et  ne 
sont  assujetties  à  aucune  autre  condition.  Elles  repré- 
sentent des  espaces  quelconques  infiniment  petits  qui 
peuvent  être  décrits  par  les  points  du  système  ;  lors- 
qu'on lui  fait  subir  un  léger  changement  de  figure  à 
partir  de  celle  qu'il  affectait  à  la  fin  du  temps  r. 
Les. espaces  te ,  iy^  Sz  ne  doivent  pas  en  général  être 
confondus  avec  les  espaces  représentés  par  dx,  dy^  dz 
qui  sont  effectivement  parcourus  par  les  points  du  sys- 
tème dans  l'instant  dt  qui  suit  le  temps  t,  par  l'effet 
du  mouvement  actuel  de  ce.  système.  Il  serait  possible 
que  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels 
fussent  telles  que  dx ,  dy^  dz  ne  pussent  pas  être  sub- 
stitués dans  l'équation  précédente  a  la  place  de  Sx  y  ^,  Sz, 

257.  L'équation 

à  laquelle  on  vient  de  parvenir  directement  dans  le 

n^  255,  exprime  à  proprement  parler  que  l'équilibre 

doit  subsister  dans  le  système  proposé,  d'une  part  entre 

d^x        d^y         d^z 
les   forces  w-—,  m  -—.,  m  7^  que  produiraient,  si 
dt^         dp        de    ^       ^  * 

les  points  matériels  leur  cédaient  librement  le  mouve- 
ment affecté  véritablement  par  ces  points ,  et  d'autre 
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part  entre  les  forces  X,  Y,  Z  appliquées  eitérieuré- 
ment  au  système,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire.  On  reconnaît  efiectivement  que  le  mou- 
vement du  système  doit  être  réglé  de  manière  que  la 
condition  dont  il  s'agit  soit  constamment  satisfaite. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  en  gé- 
néral Tune  quelconque  des  forces  appliquées  extérieure- 
ment au  système.  Si  le  point  matériel  sur  lequel  agit  cette 
force  était  libre,  il  prendrait  le  mouvement  qu'elle 
tend  à  lai  imprimer,  conformément  à  la  loi  qui  a 
élérappelée  ci-dessus ,  n»  25&<  ;  mais  la  liaison  mutuelle 
des  parties  du  système  oblige  en  général  le  point  dont  il 
s'agit,  à  prendre  un  autre  mouvement.  Or  on  peut  conce- 
voir la  force  appliquée  au  point  matériel  décomposée  eii 
deux  autres  forces ,  dopt  Tune  imprimerait  à  ce  point , 
s'il  était  libre,  le  mouvement  qu'il  prend  véritablement  ; 
et  il  est  visible  que  cette  première  composante  produit 
seule  le  mouvement  du  point ,  et  que  la  seconde  com- 
posante est  détruite  par  Teflet  des  actions  mutuelles 
qui  s'établissent  entre  les  parties  du  système.  La  pre- 
mière composante  est  \3i  jbrce  conseivée ,  et  la  seconde 
est  la  force  perdue  par  le  point  matériel.  Ainsi  l'on 
voit  que  la  nature  des  mouvements  affectés  par  le  sys- 
tème ,  consiste  en  ce  que  les  forces  perdues  doivent  se 
détruire  réciproquement,  ou  se  faire  constamment  équi- 
libre en  vertu  de  la  liaison  des  points  matériels.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  principe  établi  par  d'Âlembert. 
Les  forces  appliquées  au  système  dans  le  sens  des 
trois  axes  ayant  été  représentées  ci-dessus  par  X,  Y,  Z, 
et  les  forces  capables  de  produire  les  mouvements  affec- 
tés par  les  points  matériels  suivant  les  mêmes  directions, 
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c'ejit-à-dire  le»  fwoes  cQçservée*,  étant  r«pré««pt«espar 

dfx         tPy         tPz 

'"â^*  ^-dê'  '"'de 

les  forces  perdues  sont  exprimées  par 

La  coDclition  de  l'équilibre  entre  ces  forces  est  donc 
donnée  par  réquation. 

qui  revient  à  1^  précédente ,  et  à  laquelle  on  dpit  réur 
nir  les  équations  de  condition  appartenant  au  système. 
On  voit  d'ailleurs  qu'établir  Féquilibre  entre  les  forces 
perdues ,  est  la  même  cbosç  qu'établir  l'équilibre  entre 
les  forces  conservées  et  les  forces  appliquées  au  système 
prises  en  sens  contraires;  puisque  pour  chaque  point 
du  système ,  la  force  perdue  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  de  la  force  conservée  et  de  la 
force  appliquée  au  système  prise  en  sens  contraire. 

358.  En  exposant  les  notions  précédentes,  noifsregar* 
dions  les  forces  appliquées  au  système  comme  agissant 
d'une  manière  continue,  et  imprimant  aux  divers  points 
matériels  des  mouvements  qui  çhangçn^  isux-mémes 
d'unie  manière  continue  çt  progressive  y  en  avorte  que  les 
vitesses  ne  varient  en  général  que  d'une  quantité  infi-^ 
ni^ent  petite  dans  un  intervalle  dç  temps  infiniment 
p^tit.  Mais  il  est  quelquefois  nécessaire  de  considérer 
l'action  de  certaines  forces  qui,  exerçant  de  trè$-g^andes 
pressions  dans  un  temps  extrêmement  court.  Font  varier, 
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de  ^antités  finies ,  les  vitesses  des  parties  du  système, 
quoique  la  durée  de  ces  actions  soit  sensîMement  nulle. 
Dans  les  cas  de  ce  genre  on  peut  admettre  que  pendant  "^ 
la  durée  extrêmement  petite  des  actions  dont  il  s'agit, 
la  poflfition  des  points  matériels  du  système  n'a  pas  x' 
changé,  d'où  il  suit  que  dans  Téquation  précédente 

on  peut  regarder  les  quantités  êx,  ^^  âz  comme  ne 
viiriant  pas  avec  le  temps.  Si  Ton  multiplie  par  dt  les 
deux  membres  de  cette  équation  »  et  si  l'on  intègre  de- 
puis 2=0  jusqu'à  ts=t ,  il  viendra  donc 

'."■[($-tK(l;^-M$-^>] 

en  représentant  par  -j- ,  3ii,  -^,  les  vitesses,  pourf=0, 
•        (U     Mi     ^ 

dfli  p(9iat  «o^ntéijel  dont  la  masse  est  m.  Or,  dans  cette 

d^^cnièce  équation ,  les  quantifiés 


m 


(dx       dx\         /dr       dy\         (dz       dz\ 
ydt—^y  \Tt-^)^  \di^Â) 


s0Xki  Jes  qiimtjUé#  di^  mouvement  acquises  par  le  point 
matjéri^  4aifts  le  ^^s  d^  abaque  ^xe ,  et 

Çxdt,  \Ydt,  izdt 

sont  les  qtuantités  de  mouvement  qui  lui  ont  étéimpri- 
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mées  dans  le  même  sens  par  les  forces  qui  le  sc^ici- 
tent.  Ainsi  elle  exprime  que  les  quantités  de  mouve- 
ment acquises  par  les  parties  du  système  pendai^t  1^ 
durée  très-courte  de  l'action  que  nous  considérons  ici, 
doivent  faire  équilibre  aux  quantités  de  mouvement 
imprimées  par  les  forces  prises  en  sens  contraire; 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  le  principe  de 
d'Alembert  subsiste  dans  les  cas  où  il  s'opère  un  chan- 
gement^ brusque  dans  le  mouvement  du  système  aussi 
bien  que  dans  ceux  ou  ce  mouvement  ne  varie  que  par 
degrés  insensibles^ 

XVIII.  MqUVEI«ï|;«T  de  H^VX  points  MATÉR^;LS  PESANTS  LIÉS 
PAR   UN  FIL  FLEXIBLE. 

259*,. Considérons  deux  points  matériels  dont  lés 
masses  sont  m ,  m',  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux 
plans  inclinés  formant  avec  la  verticale  des  angles  9 ,  ^\ 
et  liés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  parfaitement  flexible  qui 
passe  sur  une  poulie  fixe  placée  au  sommet  des  deux, 
plans.  Soit^  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  par 
la  gravité  dans  l'unité  de  temps.  On  suppose  que  le 
système  des  deux  points  matériels  a  reçu  une  vitesse 
initiale  quelconque,  et  qu'il  est  ensuite  soumis  à  l'action 
de  la  gravité  :  il  s'agit  de  rechercher  la  nature  4"  mou- 
vement qu'il  affectera. 

Cette  question  se  résoudra ,  conformément  à  ce  qui  a 
été  dit  n°  257,  en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre 
les  forces  auxquelles  Bont  dus  les  mouvements  des  points 
matériels ,  et  les  forces  agissant  sur  ces  points  prises  en 
sens  contraires  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  entre  les 
forces  perdues  par  les  points  matériels.  Donc,  nommant 
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V  et  m'  les  vitesses  des  poiiils  m,  mf  au  boat  du  temps  t, 

ces  vitesses  étant  supposées  positives  quand  ks  corps 

descendent,  la  condition  dont  il  s'agit  sera  exprimée 

ici  par  l'équation 

dtf  d\^ 

ntfcos.B — m-p  =m'^cos.G'— m'  —  ; 

ou ,  cbmme  i/  =  —  u, 

dv       mcos.O — /w'cos.6' 

£n  intégrant  Ton  trouve 

mcos.9  —  /Ti'cos.ô'       ,  „ 

y  étant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  u  du  point  m. 

Le  mouvement  dés  points  est  uniformément  accéléré 

ou  retardé  ;  il  est  dû  à  une  force  constante  plus  petite 

que  l'action  de  la  gravité  dans  le  rapport,  exprimée  par 

,     _       .       7?ïcos.0^-w'cos  6' 

la  fraction  ; — ; . 

m-rf-m' 

La  tension  du  fil  est  le  résultat  de  la  destruction  mu-r 

tuelle  des  forces  égales 

A*  ,  ,dvf 

mgcos.B — ^^      ,  Çt       m'gcos.Q' — ml  —  ^ 

qui  a  lieu  par  l'effet  de  la  liaison  que  le  fil  établit  entre 
les  deux  points  matériels.  La  valeur  de  cette  tension 

est  donc  constinte,  et  exprimée  par  — -. — ?(cos.e4-cos.ô  J^r.. 
*  '       m-j-m 

260.  Si  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m  était 
vertical  et  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  mf  hori- 
on tal,  la  formule  précédente  deviendrait 

Fn-f-m 
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Le  mouwm^T^  wtilà  à  J'actm  d'i^ne  ibroe  auMadre  que 
la  gravité  dans  k  rapport  de  la  iqnsfc  du  corpê  descoa^ 
dant  à  la  somme  des  masses  des  deux  corps.  La  tensioq 

constante  du  fil  est  — ; — jg, 

261.  Si  les  lignes  décrites  parles  corps  étaient  toutes 
deux  verticales ,  la  formule  dont  il  s'agit  donnerait 


La  tension  du  fil  ^t  — ; — -,  g.  Cette  expression  s'apr 

plic[ue  à  Vapparçil  ciwmi  sow  le  nom  de  macbipf  d'At- 
wood  »  lorsqu'on  fait  abstraction  des  frottements  et  des 
masses  du  fil  et  de  la  pouUe. 

362.  La  question  n'est  pas  plus  diflicile  h  résoudre 
dans  le  cas  où  les  points  matériels  sont  soutenus  par 
des  fils  qui  s'enroulent  sur  deux  eercles  de  diamètre 
différent ,  montés  sur  un  même  axe  ûi^  horÎMmtal  et 
parallèle  à  la  ligne  d'intei^ection  des  deux  plans  incli- 
nés. Les  forces  perdues  par  les  deux  corps  sont  reprér 
sentées ,  comme  dans  le  n®  259 ,  par 

mgcQs^^ — ^;j~      ^^      mgcosM — m  -j-. 

Soient  ret  r^  les  rayons  des  cercles  sur  lesquels  s'ea-? 
roulent  respectivement  les  deux  fils.  La  condition  de 
l'équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimée  par  l'équa- 
tion 

I  /n^cos.O — m  —  )''=^l  mgcos.O'  —  m  —  jr  ; 
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OU ,  comme  Ton  a  ici  k  = , 

r 

dv       /nr'.cos.O — mV/.cos,0' 
{In  intégrant  il  vient 

y  étant  la  vitesse  initiale  du  corps  m.  Les  tensions  des 
fils  qui  soutiennent  les  points  matériels  m  et  m'  sont 
respectivement 

mm'(r"cos.ô-|-rr^cos.Ô'}  wim'(nKcos,0+r'cQs.ô') 

263.  Nous  considérerons  encore  la  question  du  n»  259 
en  admettant  que  Fou  tienne  compte  d'uQ  frottement 
exercé  par  chacun  des  corps  sur  les  plans  inclinés ,  la 
résistance  due  à  ce  frottement  étant  supposée  propor- 
tionnelle à  la  pression  exercée  par  le  corps  contre  ce 
plan.  Soit  y  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour 
le  premier  corps ,  f  le  même  rapport  pour  le  second 
corps.  L'équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimé,  en 
supposant  que  le  corps  m  descende ,  par  Féquation 

dif  df/ 

mgços.B-^fmgùn.Ç — m  —  tsm'gco^M-^-fm'gWk.h' — m'  -^j 

d^  l'on  déduira  comme  ci-dessus 


^ 


dv  _  m(cos.G— /sin.O)— m'(cos.e'4-/'sin.ôO 
_/fi(c06.©--/6in.l)— W(eos.6'-h/^8in.6') 
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Le  mouTement  commun  des  deux  corps  est  toujours 
uniformément  accéléré  ou  retardé.  La  tension  constante 
du  fil  est 

-  (cos.O— /sin.0-fco8.e'-f/'sin.6')g'. 


264-  Si  le  corps  m  descendait  verticalement  tandis 
que  le  corps  m/  décrirait  une  ligne  horizontale ,  comn^e 
011  Ta  supposé  n^"  26Q ,  on  aurait  simplement 

«  m — -fin!    '  .  _, 

et  pour  la  tension  du  fil 

mni  " 


Les  résultats  seraient  différents  si  Tintepsité  du  frot,- 
tement  était  supposée  dépendre  de  la  vitesse  du  mour- 
vement.  Des  expériepces  spéciales  ayant  constaté  que 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  mouvements  des  corps  sont 
uniformément  accélérés  ou  retardés,  on  doit  en  conclure 
que  l'intensité  du  frottement  est  entièrement  indépen- 
dante de  la  vitesse.  Cette  intensité  est  uniquement  dé- 
terminée pour  les  divers  corps  par  la  grandeur  de  la 
pression  exercée  par  Tun  des  corps  sur  l'autre. 

Mou\fement  d'un  fil  parfaitement  flexible,  et  dneay 
tensible. 

265.  Pour  donner  un  nquyel  exemple  de  l'application 
des  procédés  du  calcul  des  variations  aux  questions  de 
mécanique,  on  considérera  le  mouvement  d'un  fil  par- 
faitement fiexible  et  inextensible.    Nous  désignerons 
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par  m  la  ixuisae  de  Tunité  de  longueur  du  fil,  par  s' 
l'arc  de  la  courbe  du  fil  compté  d'un  point  fixe  pris 
sur  cette  .courbe,  et  se  terminant  à  Tun  quelconque 
de  ses  points ,  et  par  5^  et  5» ,  les  valeurs  de  Tare  s  pour 
la  première  et  la  dernière  extrémité  du  fil.  x  ^y,  z  re- 
présenteront les  coordonnées  du  point  de  l'espace  où  se 
trouve  à  la  fin  du  temps  t  le  point  du  fil  qui  est  à  l'ex 
trémité  de  l'arc  s.  Gomme  la  masse  de  l'élément  du  fil 
qui  est  à  la  suite  de  ce  point  est  mds ,  les  forces  perdues 
par  cet  élément  parallèlement  aux  trois  axes  seront 
respectivement 

d^x  d*y  d^z 

dt'  '  dt*  '  dt*  ' 

puisqu'on  n'admet  pas  qu  aucune  force  extérieure  lui  x 
soit  appliquée.  Le  fil  doit  être  en  équilibre  en  suppo-  ï^ 
sant  chacun  de  ses  éléments  sollicité  par  les  forces  per-       *' 
dues,  condition  qui  s'exprime ,  comme  on  Ta  vu  n^  â&l, 
par  l'équation 

De  plus  il  faut  avoir  égard  à  la  condition  de  l'inexten- 
sibilité  du  fil,  ce  qu'on  fera ,  conformément  au  n^  2b4 , 
comme  on  l'a  vu  n*  251  ,  en  ajoutant  au  premier  mem- 
bre  de  l'équation  précédente,    l'intégrale    |      l^ds,  a 

désignant  la  tension  supportée  par  Télément  rf^  de  la 
longueur  du  fil.  L'équation 
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exprimerat  complétemeiït  lés  conditions  du  mottvettetit 
du  système.  LéS  quantités  x^y^  z  doirenl  ètfe  regar- 
dées Cûtmnë  des  fondions  de  l'arc  i  et  du  tcfifapS  t, 
Coninie  l'on  a 

l'équation  précédente  revient  à 

0  = 

c'est-à-dire,  'e0  dtemgeant  d^os  le  dernieir  terme  Tordre 
des  signes  ^  et  ^,  et  appliquant  le  procédé  de  l'inté- 
gration par  parties 

0  =a 

-<t^-+l-:^-+t''-)+'-(ê*-+t*-+è"-)- 

Égalant  donc  séparément  à  zéro  les  coefficients  des  va^ 
riati<ms  Sx^  ^y  ^Zr  dans  le  ternie  afiecté  du  signe 
d'intégration  »  on  aura  en  premier  lieu  les  trois^  équa- 
tions indéfinies 


""iw 


ds\   ds)' 

de        ds\dsf 
d'z  _  d  f  dz\ 

de  ~  ds\%)' 
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qm  dôineot  sobristc^  poor  un  pôiâE  quéteonque  du  fit. 
Quant  aux  termes  placés  hors  du  signe  d'inté^atiOfû , 
et  qui  appartiennent  aUx  extrémités  du  fil ,  ils  dispa- 
raissent d'«ux-mémes  si  ces  extrémités  sùxkt  fixes'»  en 
sorte  que  les  tensions  >«  et  >«•  des  élémentfréxtsrémics  peu- 
vent alors  avoir  des  valeurs  q«elco»i][ue0.  Si  le»  extré^ 
mités  du  fil  sont  entièrement  libre»,  ces  tenoÉs  ne 
peuvent  disparaître  qu'autant  q«e  L'on,  aura  1^^. ai. 0  et 
>»  =  0 ,  ce  qui  indique  que  ces  tension»  déiv^ent  aiors 
avoir  des  valeurs  nulles.  Mais  si,  les  extrémités  du  fil 
étant  libres ,  il  y  a  des  forces  particulières  qui  y  soient 
appliquées,  forces  dont  les  moments  virtuels  devront 
entrer  dans  l'éqlHitioil  d'éqoilibi^e,  il  est  visible  que  les 
tensiona  dont  il  s'agit  devront  élâ^e  respectivement  égales 
et  f^posées  à  la  fonte  appMqfUiée  k  i'eltfémité  corres- 
poodantê. 

366^1  Nous  rapposeit)Ds  que  la  première  extrémité  du 
fil  soit  fixe  et  placée  dans  l-ffxe  des  .x,  et  que  lar  seconde 
extrénité^  saBs  étme  entièrement  fixe ,  soit  assujettie  à 
demeutf  er  dams  le  même  a^ie.  0e  phis  nous  admettrons 
que  dans  le,  mouvement  do  fit,  les  figures  qu'il  prend 
s'écartent  très^peu  de  l'axe  dans  lequel  ses  deui  extré- 
mités sont  placée»)  en  scorte  que  Fon  poisse  remplacer 
sans  erreur  sensible  ds  par  dx.  L'équation  exprimant 
L'égalité  à  zéro  des  termes  rdatifs  aux  extrémités  du  fit 
se  réduira  à 

et  l'on  ne  peut  y  satisfaire  qu'en  supposant  à«  =0,  ou 
en  admettait  qu'une  ^ertaline  force  T ,  dirigée  dans  le 
sens  de  Taxe  des^ar,  et  ddnt  le  moment  virtuel  soit  Têxc, 
se  tmuve  appliquée  à  là  seconde  extrémité  du  fil.  Si  Ton 
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adopte  cette  dernière  hypothèse ,  réquatioù  précédente 
deyient 

et  se  trouvera  satisfaite  en  prenant  — ^«^T.  De  plus , 
par  suite  de  la  supposition  que  la  courbe  du  fil  s'écarte 
toujours  très-peu  de  la  ligne  droite,  on  peut  admettre 
que  la  tension  X  conserve  dans  toute  l'étendue  du  fil  une 
valeur  constante ,  égaie  à  celle  de  la  force  T.  Les  équa- 
ticfn$  tnd^nies  se  réduiront  alors  à 

La  première  indique  que,  par  suite  des  hypothèses  pré* 
cédentes,  les  points  du  fil  n'ont  pas  de  mouvement  sensi-» 
ble  dans  le  sens  de  Vaxe  des  x.  Les  deux  dernières  donne- 
ront séparément  la  loi  des  mouvements  de  ces  points  dans 
le  sens  des  y  et  des  z.  (Voyez  les  n^  k%h  et  suivants 
des  Leçons  d'Analyse.)  On  voit  que  les  parties  d'un 
fil  peuvent  exécuter  à  la  fois  des  oseillàtions  très-petites 
dans  deux  directions  différentes,  et  que  ces  oscillations 
ont  lieu  respectivement  comme  si  elles  existaient  seules. 
Cette  proposition  s'applique  en  général  aux  moùTemeuts 
très-petits  d'un  système  quelconque  de  points  matériels, 
et  même  à  tous  les  eflfetç  naturels  dont  les  lois  peuvent 
être  exprimées  par  des  équations  diflférentieiles  li- 
néaires. 

XIX.  Choc  de  deux  corps  solides. 

267.  Considérons  deux  corps  sphériques  homogènes, 
ou  plus  généralement  deux  corps  homogènes  dont  la 
figure  est  celle  d'un  solide  de  révolution.  Admettons 
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f  ae  les  axe^  de  ces  deux  corps  étant  pliieés  dans  une 
même  ligne  droite ,  ils  se  meuvent  dans  le  sens  de  oette 
ligne  avec  des  vitesses  différi^ntes.  Lorsque  les  deux 
corps  viendront  à  se  rwcopt^eir  »  il  y  aura  choc ,  c'est-à- 
dire  que  les  corps  exerceront»  pçndfM^t-un  .p^tit  inter- 
valle de  temps,  un  effort  l'un  cont^^ l'autre,:  et  qu'en- 
suite, cet  effort  ayant  cis^,  iUoonjtinqercM^  à  se  mou- 
voir suivant  la  m^mé  ligne,  avec  des  vitesses  différenjtes 
de  celles  qui  avaient  li^u,  4  rîiista(^t(.o\i  lfe;<^ipc  a  com- 
mencé. Il  s'agit  de  reohjBrcher  les  circontt|g[|ces  de  ce 
l^iénomène ,  et  princip^ienp^eat  dQ  déterminer,  jd^après 
la  connaisswce  dea  masses  riespçcjtives  des  .ç^rps  et  de 
leurs .  vitesses  initiales ,  les  valeurs  des  vite^es  finales 
qui  ont  lieu  quand  le  choc  est  terminé. 

Il  est  nécessaire ,  pour  se  former  des  idées  exactes  sur 
ce  sujet,  d'avoir  égard  à  la  propriété  dçs  corps  solides 
désignée  sous  le  nom  à^éhsticifé ,  c'est-à-dire  à  la  fa- 
cutoé  qu'iU  jHrésentent  de  changer  un  pe^  de  figure, 
lorsqu'un  effort  est  exercé  sur  une  partie  de  leur 
surface ,  de  résister  à  ce  changement ,  et  de  re- 
prendre d'eux*mémes ,  compté  tendent  ou  en  partie , 
quand  l'effort  a;  oesaé.,  leur  figure,priroitive.  Lorsque 
deux  corps  viennent,  à  ^e  ç^oq^ei;,  ils  exercent  l'un 
contre  l'autre  un  effort  dont  Tintensilé  varie  pendant 
la.durée  du  (^hçp ,  et  ,par  l'effet  duquel  la  %ure  de  leur 
surface  subit  près,  du  point  de  contact  une  légère  alté- 
ration, que  nous  désignerons  par  le  nom  à' impression. 
La  profondeur  de  l'inipression  est  d'autant  plus  grande 
que  l'effort  exercé  est  plus  grand ,  et  il  existe  en  çéné; 
rai  une  relation  entre  l'effort  exercé  et  la  profondeur 
de  l'impression  produite,  qui  dépend  de  la  figure  et 

17 
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de  la  canstiluiion  physique  du  corps.  Cela  posé,  cm 
nommera 

m ,  m^  les  masses  des  deux  corps  ; 

Yy  V  les  vitesses  des  centres  de  gràrité  des  deux 
corps  à  l'Instant  oà  le  ebee  commence  (ces  vi- 
tesses sont  supposées  dirigées  dans  le  méiné 
sens ,  ¥  étant  plus  grande  que  Y'}; 

1/ ,  i/  les  vitesses  des  centres  de  gravité  des  deux 
corps  à  la  fin  du  tem^ps  t,  compté  à  partir  du 
commencement  du  choe  ; 

X ,  ji/  les  distances  dea  points  oit  sont  pi  aeés  les^  cen- 
tres de  gravité  des  deux  corps  à  la  fin  d« 
même  temps,  comptées  à  partir  d^un^ point  fixe 
sur  la  direction  de  leur  mouvement  ; 

î ,    i    les  profondeurs  des  impressions  faites  dans  les 
deux  corps  au  même  instant ,  qui  sont  toujours 
des  quantités^  très^petites  ; 
N       la  valeur  de  l'effort  exercé  à  la  fin  du  t^mps  t  y 
par  chacun  des  corps  contre  l'autre. 

Gomme  on  ne  suppose  pas  ici  qu'aucune  force  exté- 
rieure agisse  sur  les  corps  ,  leurs  mouvements  ne  sont 
altérés  pendant  le  choc  que  par  TeSet  de  leur  action 
mutuelle.  En  tenant  compte  de  cette  action ,  on  peut 
d'ailleurs,  comme  on  l'a  remarqué  n*^  3S6  ,  exprimer  les 
conditions  du  mouvement  de  chaque  corps  de  la  même 
manière  que  s'il  était  Kbre.  Nous  avons  donc  ici ,  en 
supposant  (ce  qui  est  permis) ,  la  masse  entière  de  dia- 
que  corps  concentrée  dans  son  centre  de  gravité ,  les 
àem  équations 
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ec  eiï  ajoûtiïiit  céHëé-éî  t 

Cette  (l(A^6ifèm  dofttfeéifif  itfté^ânf , 

mfc»+  m!t/:=zcanst,  « 

#éù  il  Mîc  que  li  ionane  dci»  qt^MiMs  àti mùWirmÊmi 
des  deux  corps  eonsenre  une.  Taleur  comrtltttt  peildmt 
tom^fa  dmfée^dëidfaw^  OKi^d<ttk 

26&-  B'autce  part^  ea  multipliant  respectivement  les 
^  di»i^  ^l^i^eis^  ecpfat^on$f  psNr  e2a:  et  ^^  et  s^mOant , 
.oa.ûbtkat 

ou  bÎ€în  ^  parce  aue  rfj? — doif-s^di-^ctf^ 

Gê^66  dernière  éq^stlxin  étaM  UÊilégt6&  dmamtfi^ 

d'où  l'o^  d4dMit9  en^  d^em^n^t  ki  cimtaiy^  par  la 
coosidérMian  q^'à  l'instant  ou  le  ç);^  foimne^ce.  la 
talear  de  Tint^çale  fîi(/fi^di)  e^t  ni^le, 
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Le  premier  membre  représente  l'excès  de  la  somme  des 
forces  Tives  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t  sur  la 
somme  des  forces  vives  qui  avait  lieu  à  Tinstant  où  le 
choc  a  commencé ,  c'est-à-dire  la  force  vive  acq[uise  par 
le  système  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t.  L'inté- 
grale du  second  membre  est  prise,  depuis  le  commence^ 
ment  du  choc ,  où  Ton  a  ù=sO  et  issO ,  jusqu'aux  valeurs 
de  iet  î'  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t.  Elle  représente, 
à  propremoit  parler ,  la  somme  des  quantités  d'action 
dues  à  Tefiort  variaUe  que  les  corps  ont  exercé  Vun 
contre  l'autre. 

269.  Les  valeurs  de  i^  et  i/  déduites  des  équations  qui 
viennoit  d'être  obtenues  dans  les  deux  numéros  précé- 
dents sont 


■=^'-;;;|=\/<^-^'-^-'/^'^>. 


m-f-m'    ^iw-f-m'V  mm!      ' 

Ces  formules  feraient  connaître  les  vitesses  respectives 
des  deux  corps  qui  ont  lieu  au  bout  du  temps  f ,  si  l'on 
pouvait  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  JN  {di-\-di!) 
qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  t.  Cette  détermina- 
tion exigerait  évid^nment,  1^  que  l'on  eût  l'expression 
de  l'efiort  N  en  fonction  de  i  pour  l'un  des  corps ,  et 
de  i  pour  l'autre  ;  2^  que  Ton  connût  les  valeurs  de  î 
et  i  qui  répondent  jà  une  valeur  donnée  de  t. 

2T0.  On  remarquera  d'ailleurs  que  l'on  doit  concevoir 
en  général  la  durée  du  thoc  partagée  en  deux  parties. 
Dans  la  première  partie  la  vitesse  i^  est  >>  t^',  mais  l'excès 
de  la  peemière  vitesse  sur  la  seconde  décroît  progressif 


Digitized  by 


Google 


—  a6i  — 

vemtot  9  el  elles  fiaîsaeiit  par  devenir  égales.  On  d«it 
preiidre  pondant  tbal  cet  intervalle  les  signes  sapé* 
Fieurs  dans  les  de«i  fmrmiilos  précédentes.  A  là  fin  de 
cette  {Première  partie  de  la  durée  du  choc ,  les  vitesses 
des  deux  corps  étant  égalés ,  ils  n'exèrc^t  aucnne  {ures- 
sion  Tun  contre  Tautoe,  et  les  impressions  sont  alors  le 
plus  grandes  qu'il  est  possible.  On  a  dans  cet  instant  ; 
d'après  les  formules  précédentes 

pour  la  vitesse  commune  des  deâx  corps;  et  Ton  vmt  de 
plus  que  la  valeur  numérique  totale  de  l'intégrale  qui 
représente,  la  somme  des  quantités  d'action  dues  à  l'efibrt 
exercé  par  l'un  des  corps  contre  l'autre  est 

Pans  la  seconde  partie  du  choc ,  la  profondeur  des 
impressions  diminue  par  la  tendance  naturelle  des  corps 
à  revenir  à  leur  figure  primitive.  Une  nouvelle  force 
de  répulsion  s'établit  entre  eux ,  et  altère  leurs  mouve- 
ments: la  vitesse  i^  devient  alors  <*''>  ^  l'oi*  ^^^^ 
prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  formules  précér 
dentes.  Le  choc  est  fini  lorsque,  par  l'eSet  de  la  diffé^ 
rence  des  mouvements  afiectés  par  les  deux  corps,  la 
distance  de  leuçs  centres  de  gravité  a  augmenté  de 
la  quantité  dont  les  impressions  i  et  i'  ont  diminué  à 
partir  du  moment  où  elles  avaient  atteint  leurs  plus 
grandes  valeurs. 

271.  LfCs  fiotions  précédentes  ne  suffisent  pas  en  gé- 
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mvéI  p4iiir.ia  «l^enuMlioB  dm  ^tUfsêeêÛmsàts  deàtmx 
cerft  emtn  lesquels  im  <dioc  a  eu  UeH^  H  ^mI  abMia* 
mtisA  néoeiftaifc  d»  prendre  en  oMsiiéiatiMi  ^hmot  ttotte 
dtemmalioB ,  b  coMlitation  jdijrMque  et  diaqae 
oarf»,  «'«■t^è-dm  la  naMre  éêê  fotoêê  îA^ématw  c[iii 
te  eoMtilMDt»  et  par  lesquellts  il  t^ikte  «us  dbange«- 
mtMft  de^€guffe  et  tend  à  tafiraiiclDe  ooniplélMMQt  ou 
en  partie  sa  figure  primhiiPe^  qoaqd  tmim  ûjg^tt  a  ^t 
quelque  altération.  Cependant  il  existe  deux  cas  parti- 
culiers où  la  détermination  dont  il  «'agit  peut  être  ef- 
fectuée, et  qui  doivent  être  distingués,  parce  qu'ils 
présentetit  des  liaiites  dont  la  coiuAdéi^iitioii  est  toujours 
utile  daii#  les  applications. 

Le  premier  cas  est  celui  où  l'on  suppose  la  nature 
des  corps  telle»  que  quahd  une tinpressiôii  y  a  été  for^ 
méC)  elle  se  conserve^  sai^  que  les  corps  tendent 
à  revenir  à  leur  flgurç  priuiitive.  Il  est  visilde  qu'alors 
le  choc  est  fini  lorsque  les  impressions  ont  atteint 
leur  maximum  et  que  les  vitesses  des  centres  de  gravité 
dfs  deux  corps  sont  devenues  égales.  La  formule 

>'=i'= ■ 

exprime  donc  dans  ce  cas  la  vitesse  tommiune  ave^ 
laquelle  les  deux  corps  se  meuvent  après  le  éhoe ,  sans 
se  séparer  et  sans  exercer  aucune  pression  l'un  contre 
Tàutre.  Ce  résultat  convient  aux  corps  que  Ton  regarde 
comme  entièrement  dépourvus  d'élasticité. 

272.  Le  second  cas  est  celui  où  Ton  supposerait  au 
contraire  les  corps  parfaitement  élastiques,  c'est-à-dire 
tels  que  les  impressions  qui  y  ont  été  formées  ten<ïent  à 
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disparaître  compUtement»  et  que  les  iméines  valeurs 
de  N  correspondent  toujours  îiux  mêmes  valeurs  de  i 
t^t  i\  pendant  que  la  profondeur  de  l'impression  estcrois- 
sunte  et  pendant  qu'elle  est  décroissante.  Sî  les  corps 
présentent  cette  propriété ,  et  si  de  plus  il  arrive  que 
les  impressions  se  ^  trou  vent  détruites  à  ta  Sd  du 
choc,  c'est-à-dire  lorsque  les  corps  se  séparent  et 
cessent  d'agir  Tun  sur  Tautre  [circonstance  qui  n  a  pas 
lieu  en  général ,  et  qui  dépend  du  rapport  existant  entre 
les  masses  des  deux  corps),  on  aura  évidemment  les 
valeurs  des  vitesses  Buales ,  eu  supposant  nulle ,  dans 
les  formules  du  n^  269,  Fintégrale  f{di-\~d^).  En 
effet,  la  valeur  de  la  portion  de  cette  intégrale  corres- 
pondant à  la  première  partie  de  la  durée  du  choc  ,  pen- 
dant laquelle  rimpressian  est  croissante,  sera  égale  et 
de  signe  contraire  à  la  valeur  de  la  portion  qui  corres- 
fiond  à  la  deuxième  partie  de  la  durée  du  choc  pendant 
laquelle  Timpression  est  décroissante.  Comme  on  doit 
d  ailleurs  prendre  le  si^ne  inférieur  dans  les  formules 
du  n"  269  ,  les  expressions  des  iritesses  ûnaleâ  seront 

i'~- —  ^ 


¥^- 


On  peut  observer  que  si  les  niasses  des  corps  étaient 
égales  entre  elles ,  ces  formules  donneraient  ^'=:V\i^'=V  - 
leliet  du  choc  consisterait  alors  a  donner  à  chacun  des 
corps  la  vitesse  de  l'autre. 

273.  Considérons  le  cas  du  n"  371 ,  c'est-Ji  dire  celui 
d'un  choc  entre  corps  non  élastiques,  La  force  vive  du 
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système  avant  le  choc  est  mV'-Lm'V'*  :  après  le  cbec  ^ 
cette  force  vive  est  mt^*-|.mV',  c'est-à-dire ,  en  employant 

la  valeur  commune  de  i^  et  *^  du  n  cite , : — ■: — .  La 

difiérence  des  forces  vives  du  système  avant  et  après  le 
choc ,  ou  \a  force  t^it^  perdue  par  l'effet  du  choc  est  donc 

'"'"'.(V-VT, 


expression  égale  au  double  des  quantités  d  action  pror 
duites  par  les  forces  intérieures  qui  ont  été  développées 
pendant  le  choc.  Or,  il  est  aisé  de  vériÇer  que  l'expres- 
sion dont  il  s  a^t  revient  à 

Ainsi ,  la  force  vive  perdue  par  l'efiet  d'un  choc  entre 
corps  non  élastiques  est  ^ale  à  )a  force  vive  qui  serait 
due  aux  vitesses  perdues  respectivement  par  chaque 
corps  par  lelfet  du  choc.  Cette  proposition ,  qui  sera 
généralisée  dans  la  suite,  est  d'un  grand  usage  dans 
plusieurs  applications  importantes. 

^Ih.  Considérons  maintenant  le  cas  du  n*  272 ,  c'est- 
à-dire  celui  d'un  choc  entre  corps  parfaitement  élas- 
tiques. Eln  mettant  les  valeurs  àe  v^  i^'  données  dans 
ce  numéro  dans  l'expression  mM*-|-mV%  on  trouve 

d'où  l'on  conclut  que  la  force  vive  du  système  reprend 
ti  la  fin  du  choc  sa  valeur  initiale ,  circonstance  qui  doit 
efiectivement  avoir  lieu ,  parce  qu'ici  la  valeur  de  l'in- 
tégrale qui  représente  les  quantités  d'action  dues  aux 
forces  intérieures  développées  par  le  choc  est  nulle. 
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Ainsi  un  choc  entre  deux  corps  parfaitetnent  élastiques 
ne  donnerait  lieu  à  aucune  perle  de  force  vive  ;  mais  on 
ne  doit  pas  oublier  que  les  valeurs  des  vitesses  finales 
données  n""  273  ,  et  par  conséquent  le  r^uhat  précédent , 
ne  pourraient  être  admis  qu^autant  que  les  conditions 
énoBcéesdflmscenumârosetrdQTerai^tt  Satisfaites.  Il  se- 
rait donc  nécessaire,  non-seulement  que  les  corps  fussent 
parfaitement  élastiques,  wàis  encore  que  l'on  fut  assuré 
qu'à  l'instant  où  le  choc  se  termine,  ils  scHQt  entièrement 
revenus  à  leur  figure  naturelle ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  des  cas  très-particuliers. 

Itemarque, 

275.  La  théorie  du  choc  des  corps  edt  présentée  isou- 
vent  d'après  d'autres  notions.  On  considère  en  premier 
lieu  des* corps  parfaitement  durs,  c'est-à-dire  dont  la 
figure  ne  peut  subir  aucun  changement  ;  d'où  résulte  là 
conséquence  qu'un  choc  doit  changer  instantanément  les 
vitesses  des  deux  corps ,  et  donner  à  ces  vitesses  une 
valeur  commune.  Soit  i^  cette  vitesse  commune,  les 
quantités  de  mouvement  perdues  par  chacun  des  corps , 
par  l'efiet  du  choc,  seront  donc  respectivement  m(y — m), 
pi'(V' — 1^).  Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n'^^kk ,  ces  quan- 
tités dç  mouvement  doivent  faire  équilibre  aux  quan- 
tités de  mouvement  imprimées  par  les  forces  agissant 
sur  chaque  corps  pendant  le  choc,  prises  en  sens  con- 
traires. Mais  ces  dernières  forces ,  qui  sont  égales  et  di- 
rigées en  sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droite ,  se 
détruisent  réciproquement.  L'équilibre  dont  il  s'agit 
s'exprimera  donc  en  posant  simplement 
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il'oîi  ïoa  déduit 

résultat  oonfomie  k  celui  obtenu  n»  37S ,  pour  le  cas  des 
corps  entièrement  dépourvus  d'élasticité.  Ainsi  l'hypo- 
thèse purement  mathénialiqoe  de  corps  porfiûtement 
durs  r^KMsd  ▼érètaUement  à  l'état  des  corps  (s'il  en 
existe)  «{Ui  ne  réagissent  poinrt  contre  les  diangeaMUts 
de  figure ,  et  qui  Donsenrent  sans  itération  les  impres- 
sions qu'on  y  a  formées. 

276.  On  considère  en  second  lieu  des  corps  parfii- 
tement  élastiques ,  en  regardant  l'élasticité  comme  une 
propriété  d'après  laquelle  un  corps  ayant  frappé  un 
fJaa  fixe,  serait  repoussé  en  sens  contraire  avec  une 
vitesse  égale  à  celle  qu'il  avait  à  l'instant  du  choc ,  ou  ^ 
en  général  y  reprendrait  en  sens  contraire ,  après  un 
choc,  une  vitesse  relative  égale  k  celle  que  le  choc  lui  a 
fait  perdre.  D'après  cela ,  les  deux  corps  ayant  perdu 
respectivement ,  par  l'effet  du  choc  ^  les  vitesses  V — m, 
— (m — Valeurs  vitesses  doivent  prendre ,  à  la  fin  du 
choc ,  les  vuleujps  respectives  v — (V — m)  ,  v+C^»*— V)  ; 
ou  bien  2i^— V,  Si* — ^V'  ;  c'est-à-dire»  en  mettant  pour  ^ 
la  valeur  précédente 

expressions  conformes  à  celles  qui  ont  été  données 
n'272. 

Les  considérations  qui  ont  été  présentées  dans  les 
11***  267  et  suivants  semblent  plus  conformes  aux  effets 
palurels ,  et  plus  propres  à  donner  des  idées  justes  sur 
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là  nulttre  eu  pb^ioi&èûe  dont  il  s'a^t ,  en  mettait  ea 
évidence  les  restrictions  qU^  Toq  doit  ûppCfH^t  dans 
l'application  des  j^sultats  précédeiHç. 

XX.  MomrEMEMT  dvv  coups  solide  assujetti  a  TOVfUriÇfl 

AUTOUR   d'uiI   AXÇ   nXC. 

2T7.  Soit  un  corps  solide  considéré  tomme  un  système 
de  pfmU  XQHtéfieU  Jiés  entrç  «ux  à'^w  mwièm  iuv^" 
ri^Ue.  Si;^>pasovi9  des  forces  quelconque  appliquées 
à  ces  points ,  et  admettons  que  le  seul  mouvement 
qi^e  h  sy^i^e  puisse  prendre  soit  tm  mouv^evicnt 
d«  rotation  autour  d'un  ax^  fixe,  ^ous  désignerons 
par 

m  la  masse  de  l'un  quelconque  des  points  matériels  ; 

x,j,  2  les  trois  coordonnées  rectangulâireii du  lieu  où 
ce  pomt  te  trouve  ai  tué  au  bout  du  teâips  t; 

X ,  Y,  Z  les  trois  composantes  dans  le  sens  des  x,  des  j 
et  des  «de  la  force  appliquée  à  ce  point,  cette 
fotce  étant  donnée  en  unités  de  poids. 

Les  conditions  du  mouvement  du  système  consistent, 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  u®  257,  en  ce  que  les 
forces  perdues  à  un  instant  quelconque  doivent  se  faire 
équilibre  les  unes  aux  autres.  Les  forces  perdues  dans 
le  sens  des  x^  désuet  des  z  sont  exprimées  pour  chacun 
des  points  matériels  par 

Elles  doivent  se  faire  équilibre  autour  de  Taxe  fixe,  que 
nous  supposerons  coïncida  avec  l'axe  des  x;  et  pftr  cout- 
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ou 


saquent  left  conditions  dont  il  s'agit  aont  expriméesd'aprës 
le  n®  6fc  par  la  seule  équaticm 

«[(--f)-(^-^>]-». 

1 

S  désignant  toujours  la  somme  des  quantités  exprimées 
à  la  suite  de  ce  signe,  prise  pour  tous  les  corps  du  sys- 
tème. 

A  l'égard  des  forces  perdues  dirigées  dans  le  sens  des 
X,  c'est-à-dire  parallèlement  à  Taxe  fixe,  dont  la  somme 

est  S  I X — m  -7-j  y  comme  on  suppose  ici  que  le  corps  so- 
lide ne  peut  pas  se  mouvoir  dans  le  sens  de  cet  axe,  on 
doit  1^  regarder  comme  étant  détruites  par  la  résistance 
des  points  d'appui.  Le  mouvem^t  du  corps  dépend  donc 
uniquement  des  forces  T,  Z  dirigées  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à  Taxe  fixe,  et  de  la  vitesse  de  rotation  ini- 
tiale autour  de  cet  axe. 

278.  Dans  l'équilibre  des  forces  perdues  qui  s'établit 
autour  de  l'axe  fixe,  cet  axe  supporte,  par  la  destruction 
mutuelle  de  ces  forces,  des  efforts  dirigés  perpendiculaire- 
ment à  sa  direction ,  qui  consistent ,  conformément  au 
n®  66,  1"*  dans  un  effort  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des 
y  dont  la  valeur  est 

s(y-»&). 

et  dont  le  point  d  application  sur  Taxe  fixe  est  placé  à  unç 
distance  dç  l'origine  des  coordonnécségale  i^ 
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2*  dans  un  eJBfort  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des  z  dont 
la  valeur  est 


<--"S). 


et  dont  le  point  d'application  sur  Taxe  fixe  est  placé  aune 
distance  de  Forigine  des  coordonnées  égale  à 

279.  Les  ei^pressions  précédentes  peuvent  être  mises 
sous  une  autre  forme.  Soit  9  la  vitesse,  angulaire  du 
mouvement  de  rotation  à  la  fin  du  temps  t^  c'est-à-dire 
la  vitesse  de  rotation  des  points  situés  à  l'unité  de  dis- 
tance de  l'axe,  fixe;  et  r  la  distance  des  points  dont  les 
coordonnées  sont j^"^  z  ace  même  axe  ;  on  aura 

dy  ^  dz  y 

L'équation  du  n^  277,  qui  exprime  la  nature  du  mouve- 
ment ,  devient  donc 

'^.S./7ir-=S(Yz-2^); 

ou,  en  appelant  P  la  résultante  des  deux  forces  Y  et  Z» 
eip  la  distance  de  la  direction  de  cette  résultante  à  l'axe 
fixe, 
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di  ^'  dt        S./nr» 

Cette  équation  exprime  comment  la  vitesse  angulaire 
Tarie  avec  le  temps.   ERe  est  analogue  à  l'équation 

dtf     P 

—  =—  qui  convient  &  un  momrcmentrectiligne,  p  dé- 
signant la  vitesse  absolue.  Lia  quantité  S.mr*,  c  est-à- 
dire  la  somme  des  produits  âeê  masses  des  points  ma^ 
tériels  par  les  quarrés  de  leur  distance  à  l'aie  fii^e,  dont 
la  considération  est  importante ,  a  été  nommée  d  après 
Euler  moment  ^inertie.  Le  moment  d^inertie  d'^un 
corps,  pris  par  rapport  à  une  lifUe  quelconque  donnée, 
offre  une  sorte  de  mesure  de  l'énergie  du  mouvement 
de  rotation  dont  ce  corp»  sediil  animé  s'il  tournait  au- 
tour de  cette  ligne  devenue  un  axe  fixe.  Toutes  choses 
égales  d'aflleurs ,  Fefiort  qu'il  fkudfait  ettiployer  pour 
imprimer  au  corps  un  te)  mouvement ,  oer  poufr  détraire 
ce  mouvement  sr  te  corps  en  étsiit  animé,  seraif  propeir- 
tionnel  à  son  moment  d'inertie. 

280.  En  appliquant  les  mêmes  transformations'  aux 
formules  du  n<r  278,  on  trouvera  pour  les  valeurs  res- 
pectives des  efforts  exei^és  sur  l'axe  ^e  dans  W  sens  des 
y  et  dans  le  sens  des  z, 

et  pour  les  distances  respectives  des<  points  d'application 
de  ces  efforts  à  Torigine  des  coordom^ées 

slYx-^mxz-^ -{.mxy.iri    s(lx+mxy -^-^mjtz.i^ 
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281 .  Si  aucune  force  n'était  afvpUqaée  au  système,  Fé- 
quation  du  no  279  se  réduirait  à 

J=0,      d'où      ^^V, 

y  désignant  la  vitesse  angulaire  initiale.  Le  corps  au- 
rait un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  l'axe 
fixe.  Il  n'y  aurait  alors  aucun  effort  exercé  sur  cet  axe 
par  Tefiet  des  variations  du  mouvement.  Les  efforts 
qu^il  supporterait  se  réduiraient  aux  parties  S.mj-.  p*, 
S.mz.  u*  qui  sont  uniqucmeal  duas  à  l'effet  de  la 
force  crutrifuge  provenant  diA  190^veme|lt  4e  rotation 
du  corps. 

282.  Les  pressions  exercées  sur  l'axe  fixe  par  l'effet 
de  la  force  centrifuge  dont  toutes  les  parties  matérielles 
du  système  sont  animées  peuvent  être  déterminées  di- 
rectement de  la  manière  suivante.  Pour  chacun  des 
peints  matériels,  cette  force,  conformément  au  n**  148, 

produit  Veffortm^-— V  ou  mu^r^  dkigé  dans  le  seM  du 
r 

rayon  r^  et  équivalant  aux  efforts   m%^*y  dirigé  dans 

le  sens  des j'j,  et  mi^z  dirigé  dans  le  sens  des  ^.  Ainsi, 

par  l'effet  de  la  force  centrifuge.  Taxe  fixe  est  sollicité 

respectivement  dans  le  sens  des  jr  et  dans  le  sens  des  z 

par  les  forces 

u^.S.mj      et      t»*.S.mz; 

et  lea  points,  d'application  de  ces  forces  sur  ce  même  axe 
sont  situjéa  à  de»  distances  de  l'ongine  des  coordonnées 
exprimées  respectivement  par 

-ê-— ^        et       -^ . 
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Les  efibrts  dont  il  s'agit  teadent  à  déplacer  Taxe  dé 
rotation ,  et  cet  axe  se  déplacerait  effectivement  s'il  ne* 
tait  pas  maintenu  dans  sa  position. 

283.  Examinons  dans  quels  cas  particuliers  les  forces 
centrifuges  des  parties  du  système  n'exerceraient  aucune 
action  sur  l'axe  fixe  de  rotation.  H  serait  nécessaire  pour 
cela  I  1®,  que  Ton  eût 

S.my=^0      et      S.mz=0 , 

afin  que  les  sommes  des  «ifibrts  exercés  parallèlement 
aux  axes  des^  et  des  z  fussent  nulles*,  â®,  que  l'on  eût 

S.mjcy:=0      et      S.mj:z=0, 

afin  que  les  moments  de  ces  efibrts  fussent  également 
nuls.  La  première  condition  sera  toujours  satisfaite  si 
l'axe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  Quant 
à  la  seconde  condition ,  on  verra  plus  loin  que  l'on  peut 
y  satisfaire  toujours  en  déterminant  convenablement 
la  direction  de  Taxe  fixe,  par  rapport  aux  parties  du 
système. 

Une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  d'un  corps 
solide,  à  l'égard  de  laquelle  les  conditions  S.mxy=0, 
S,mxz=:0  subsistent ,  présente  donc  une  propriété  re- 
marquable qui  consiste  en  ce  que  le  corps  étant  libre  > 
et  aucune  force  extérieure  ne  lui  étant  appliquée ,  si  ce 
corps  a  commencé  à  tourner  autour  de  la  ligne  dont  il 
s'agit ,  il  conservera  indéfiniment  le  même  mouvement 
de  rotation,  sans  que  Taxe  subisse  aucun  déplacement. 
Cette  circonstance  s'exprime  en  disant  qu'une  telle  ligne 
est  un  axe  naturel  ou  un  axe  permanent  de  rotation. 
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28ji^:-Iiorisque  Fàxe  fite' ce  passe  point  aii  centre  de 
gravité,  on  n*a'|ias  S.my=sO,  S.mir^O,  et  par  con- 
séquent les  deux  efforts  exercés  sur  cet  axe  ne  peuvent 
être  nuls  ni  se  réduire  à  des  couples.  Mais  si  Ton  avait 
S,fiixjr        S,mxz 
S.mjr  S,mz  ^ 

ces  deux  efforts  se  trouvant  appliqués  au  même  point 
de  l'axe  pourraient  être  composés  en  un  seul ,  et  en 
rendant  fixe  ce  point  d'application  l'effort  résultant 
serait  détruit.  Doue  la  condition  de  l'égalité  des  deux 
quantités 

S.mxy  S^mxz 

S,my  S,mz  ' 

donne  à  un  axe  la  propriété  qu'il  suffit  de  rendre  fixe  un 
de  ses  points  pour  qu^ldevienne  un  axe  naturel  de  ro- 
tation. 

On  démontre  d'ailleurs,  qu'on  peut  toujoui^  faire 
passer  par  un  point  quelconque ,  pris  dans  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  d'un  corps  solide ,  trois  droites  qui  se 
croisent  à  angles  droits ,  telles  qu'en  les  prenant  res- 
pectivement pour  axes  desx,  des  jr  et  des  z  ,on  a  les  trois 
relations 

S,mxyi=0,  S.mxz=Oy  S.m^a=0. 
Il  existe  donc  toujours  trois  axes  permanents  de  rota- 
tion perpendiculaires  entre  eux,  passsAA  par  le  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide  ;  et  il  existe  également  tou- 
jours, pour  nn  point  quelconque  de  ce  corps,  trois  droites 
qui  se  croisent  à  angles  droits ,  et  qui  deviendront  des 
axes  permanents  de  rotation,  si  ce  point  est  rendu  fixe. 
La  considération  de  ces  lignes  est  essentielle  dans  la 
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tbécde  au,  mouvemwt  d«a.  corps;,  oq  loi  a  qomméei 
avec  Eulec  ax^fimcipmfa:  dfi  rqiatiQn  ^  ou  ûmplmMMii 
o^rar  friufçigçiiux. 

DitemdnatioH  des  tuées  principaux. 

S85.  Considérons»  cos^me  ci-def^us,  un  système  de 
points  matériek  assujettis  entre  eux  d'une  manière 
inyariaîble  et  fbrmant  un  corps  solide;  désignons  par 
m  la  masse  de  Tun  c^uekonque  de  ces  points ,  et  par 
x^y^Zy  ses  coordonnées  comptées  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires. Soit  une  droite  quelconque  menée  par  Fori- 
gine  des  coordonnées^  et  formant  les  angles  a,6,7,  ayec  les 
axes  des  x,  desj-  et  des  z.  La  distance  du  point  ma  cette 
ligne  est  exprimée  par 


Par  conséquent ,  si  l'on  désigne  par  L  le  moment  d^iner- 
tiedu  système  pris  relatirementà  la  droite  dontil  s*^t, 
on  aura 

L=sS.m[j:^4-J^'-f  2"— (jrco8.a-f j^cos.e+xcos.Yn , 
çu,  si  l'on  veut  ^ 

L=S.m[jr*8in.*a-j-.j^«8in.*64'2'sin.'7 
— 2a;^cos.acos.6— 2j:zcos,acQs.7 — ^jCOs.6cos.7] , 
ou  bien  encore 

L==S.m[(^'-^»)cos.*«+(x'+z>)co8.*€+(:ç'+y)cos.»7 

Enfin  >  en  posant 

Ass&mCr'-W) ,  et    Fq»fiu»r»> 


Digitized  by 


Google 


—  ^70  — 
évite  cldniière€xpF6saion.deyiéiidra  . 
L  =Acôs.*a +BéoS>6 +Ccos.V— aPéos.jS  Côs.'y— aG6o$;aco5.^ 

Les  quantités  A3»C,  représentent  respectivement  les 
moments  d'inertie  du  système  pris  par  rapport  aux  axes 
des  X,  des^  et  des  Zé  La  formule  précédente  donne 
d'une  manière  générale  le  moment  d'inertie  d'un  corps 
solide  pris  par  rapport  à  un  axe  quelconque  passant  par 
l'origine  des  coordonnées.  La  direction  des  axèé  des 
coordonnées,  par  rapport  aux  parties  du  corps ,  est  en* 
tîèrement  iltiVîtiieli^e. 

KetûàtqtXùûÈ  dl'ailletifar  qtcé  éÉ  FôH  d^sigïicf  pdât  ç^b,û, 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Faite  pàt  tàf* 
port  auquel  le  moment  d'inêrfiè  L  est  pris,  l'équation 
précédente'poufra  s'écrire 

et  se  rédiidre  à 

l=AaVBi*+Cc'-.2Pftc— â(i£2c—2lïa6  , 

eu  prenant  j/?-pî?+?==f  r^ .  Si  l'on  attribue  donc  à 

cet  axe  toutes  les  directions  possibles,  et  si  Ton  porte  sur 
chacune,  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées,  une  lon- 
gueur égale  à  l'unité  divisée  par  la  racine  carrée  du 
mom^it  d'inertie  correspondal^t ,  les  points  obteAus  de 
cette  nfimière  appartiendront  à  un  elliploïderepvés^ité 
par  l'équation  précédente. 

3M.  CéJ9  poëé^  p^opos^Eié^notts  de  déterminer  les 
<tireçtions  de  la  ligne  par  rapport  à  laquelle  doit  être 
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pris  le  moment  d'inertie  L  ,  pour  que  ce  moment  d'iner* 
tie  soit  un  maximum  ou  un  minimum  ;  ou  ^  ce  qui  rer 
vient  au  même ,  de  déterminer  les  directions  des  axes 
rectangulaires  de  l'ellipsoïde  dont  nous  venons  de  par- 
ler. On  connaîtra  ces  directions  par  ce  caractère  que  la 
valeur  de  L  ne  variera  pas  quand  on  fera  varier  infini- 
ment peu  dans  l'équation  {p)  les  valeurs  des  angles 
a,€y7.  Si  l'on  met  donc  cette  équation  sous  la  forme 

L(cos.*ot+cos.*6+cos.'7)=Acos.'a+Bcos.*ê+Ccos/7 

— 2Fcos.pcos.7 — 2Gcos.acos.7 — 2Hcos.acos.^, 

et  si  on  la  différentie  successivement  par  rapport  à  «,6,y, 
en  y  regardant  L  comme  constante  ,  on  obtiendra  trois 

équations , 

(L — ^A)cos.a4«Hco$.6+Gcos.7=:0 , 
Hco8.a+(L — B)cos.6+Fcos.7=0, 
Gco8.a4-Fcos.6+(L — G)cos.7=0, 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  de  ayÇ,7  et  L  qui 
répondent  au  maximum  ou  au  minimum  de  cette  der- 
nière quantité.  On  en  déduit  en  premier  lieu  l'équation 
du  troisième  degré 

(I^A)(L— B)(L— 0— (L— A)P^(L~B)G«^(L^C)ir 

+2FGH=:0, (q) 

qui  donnera  la  valeur  de  L ,  et  dont  les  trois  racines 
seront  nécessairement  réelles  ;  puis 

cos.a  co?.€  cos^7 

V^(L^B)(L— C)— F»     ^/(L-A)(L— C)-^«     V/(L— A)(L— B)— H*| 

[ i 

""V^(L— B)(L— 0— FV(L— A)(L— G)— G»+(L— A)(L^B)— H*' 
pour  déterminer  la  viilleur  des  angles  «,6,7  appartenant 


...(r) 
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aux  trois  lignes  qui  se  croisent  à  angles  droits ,  et  aux- 
quelles répondent  les  trois  valeurs  de  L  données  par 
l'équation  (g).  On  est  assuré  d'ailleurs,  par  ce  qui  pré* 
cède  j  que  la  plus  grande  de  ces  trois  valeurs  sera  un 
maximum ,  la  plus  petite  un  minimum ,  et  que  la  valeur 
intermédiaire  ne  sera  ni  un  maximum ,  ni  un  minimum , 
quoique  satisfaisant  à  la  condition  ^le  rendre  nulle  la 
différentielle  du  premier  ordre  de  la  fonction  L. 

Mais  on  peut  concevoir  que  les  trois  lignes  dont  il 
s'agit  coïncident  avec  les  axes  des  x ,  des  y  et  des  z ,  et 
si  cette  circonstance  avait  lieu ,  les  trois  racines  de  Té- 
quation  {q)  seraient  alors  respectivement  égales  à  A,  B 
et  G  ;  ce  qui  ne  pourrait  arriver  qu  aqtiint  que  l'on  aurpit 
F^O,  GsO  ,  et  H=0.  Doue,  si  les  trois  équations 

S.m^2=0,     S.ma:z=0,     S,mxy=:Oj 

subsistent ,  on  en  conclura  que  les  axes  des  coordonnées 
coïncident  avec  les  directions  des  lignes  par  rapport 
auxquelles  le  moment  d'inertie  est  un  maximum  ou  un 
minimum  ;  et  comme  celte  coïncidence  est  toujours  pos- 
sible f  il  s'ensuit  qu'on  peut  toujours  donner  aux  axes 
des  coordonnées  une  direction  telle  que  ces  trois  équa>^ 
lions  soient  satisfaites. 

Nous  avons  d'ailleurs  nommé ,  dans  le  n*  ^Sk ,  axes 
principaux  j  trois  lignes  qui  se  croisent  à  angles  droits 
dans  un  point  quelconque  d'un  corps  solide ,  et  telles 
qu'étant  prises  pour  axes  des  coordonnées ,  les  trois  équa- 
tions précédentes  sont  satisfaites.  On  voit  donc ,  par  ce 
qui  précède ,  que  les  axes  principaux  ne  sont  autre  chose 
que  les  trois  axes  rectangulaires  qui  ont  été  déterminés 
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ci^essus ,  dont  les  ^ireotious  sont  donpées  par  les  équa^ 
lions  (q)  et  (r) ,  et  à  deux  desquels  répondant  le  plus 
graild  et  le  plus  petit  de  tous  les  momeqts  d'inertie 
relatifs  à  toutes  les  droites  qui  se  croisent  au  po^nt  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

Prof^iéiés  dût  axos  principaux  rel^iiveê  auw  moments 
d!in€Hie. 

287.  Admettons  que  Ton  ait  pris  pour  axe  des  coor- 
données XyfjZ,  les  axes  principaux  du  corps  solide  que 
Ton  considère ,  qui  se  croisent  à  l'origine  des  coordon- 
nées. On  aura  donc,  dans  la  formule  {p)  an  n^38B, 
FsO,  G=0,  H=rO,  et  A,  B,  G  seront  les  trois  mo- 
ments dHnertie  du  corps  relatifs  à  ces  axes  principaux. 
La  formule  (p)  se  réduira  alors  à 

L=  Acos.*a+Bcos,"6+CçoSi.*7  ; 

en  «prie  que  le  mcmient  d'inertie  rdatif  à  \kw  droite 
quelconque  passant  par  Torigine  dfis  cogrdomiQ^  9fl 
trouva  exprimé  d'une  manière  fort  simple  au  moyea  des 
trois  iwoments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui 
se  orois^At  à  cette  origine ,  et  des  angles  formés  avec 
ces  axes  par  la  droite  dont  il  s'agit.  Les  trois  9xes  rectan- 
gulaires de  l'ellipsoïde  dont  il  a  été  question  n"*  285,  et 
4ont  les  rayons  ont  des  longueurs  réciproques  aux  racines 
carrées  des  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  rayons, 
coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  L'équation  de 
la  surface  de  cet  ellipsoïde  se  réduit  à 

liwA«'+B&»-H>:'. 

$88.  Admettons  maintenant  qu'au  lieu  de  prendre  1^ 
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r6rigitte  des  coordônilées,  où  "HsoiJ^è  te|>t*««Hlrè  p»)r  tatp^ 
pott  htme  droite  pàstotit  pàt  nti  pôitxt  ^onl  lés'éoordôi^ 
néesfl<mt :t,»  x„  5, ;i>ii dé^ra rémplaôefûlorè  JH^y,^^  pat 
j^— a?„  7-^,,  ^— ^,.  dans  les  ibrnittles  dû  û'^SSft,  de  È&tie 
qu'en  dâBigùant  td^outs  par  a ,  6 , 7  les  angles  ftMftés 
par  là  Kgne  dont  il  s'agit  avec  les  axés  des  coordonnées  ^ 
le  moment  cherché  sera 

(x— ar,)*sin.*a+(^— ;^,)*8in,*6+(a— 2,)*8in.^7 
•2(j:— j:,)(j^— l^jcos.acos.ê— 2(x— x,)(z— zjcos.acos.' 
— ^(y—yu)  (à — 8,)od8.ècos.' 

Mais  si  l'origine  des  coordonnées  x^y^z  était  placée 
au  centt'e  de  gravité  du  corps ,  on  durait  alors  S.mA:=0, 
S.m^=0 ,  S.m^=iO;  et  en  vertu  de  ces  relations, 
Inéquation  précédente  deviendrait 

Jt^BÎD.'a +^*»in/6-|-z*$in.*7 
— 2jy  CO8.  acos.  3  — %czco% .  acos«7 — ijf  zcos.  6COS.7 
+x/sin.*a+j^/esin.*4-5,'8in.*7 
^ — 2j:j',co«.dkCOô.6-^2;j?,«,co8.«C68.7— i-SJfAc^'^co*-?^ 

c^est-'à^dire 

{j:*sin.=*a+^'8in.'6+z*sin/7  "| 

— âx^cos.acos.3 — 2a:zcos.acos.7 — i^zcos.6cos.7  j. 
+x,*+^/+z,''— (a:,cos.a4-^.co8.6+z,co8.7)*      J 

La  première  partie  de  cette  formule  donne  la  valeur  du 
moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rapport  à  unaxe 
mei)é  parallèlement  à  la  droite  proposée  par  l'origine  des 
coordonnées ,  origine  que  nous  supposons  placée  au  cen- 
tre de  gravité  de  ce  corps.  La  seconde  partie  donne  le 
produit  de  la  masse  entière  du  €m*ps  par  le  carré  de  la 
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d^tance  de  la  ligne  proposée  à  rorigine  des  coordoimées* 
On.  conclut  donc  de  ce  résultat  que^  connaissant  le  mo- 
ment d'inertie  pris  par  rapport  à  unedroitequeIcofl[ique 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  système ,  on  aura  le 
moment  d'inertie  pour  toute  autre  ligne  parallèle  à 
celle-ci ,  en  ajoutant  au  premier  moment  le  produit  de  la 
masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
droites. 

289.  D'après  la  formule  du  n"  287 ,  le  moment  d'inertie 
pris  par  rapport  à  une  ligne  quelconque  passant  par  le 
centre  de  gravité  est  exprimé  par 

Acos.*a  +  BcQS.'6+Ccos.*7 , 

A,  B,  C  représentant  les  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  aux  trois  axe^  principaux  qui  se  croisent  en  ce 
point,  et  a»  6,  7  les  angles  formés  par  la  ligne  dont  il 
s'agit  avec  ces  axes.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rap< 
port  à  une  droite  quelconque  parallèle  à  celle-ci  sera 
donc ,  d  après  le  n**  288 ,  exprimé  par 

Acos,'a+Bcos/g-fCcos.'y+M^% 

M  désignant  la  masse  totale  du  corps  ,  et  ^Z  la  distance 
de  ces  deux  droites  ;  en  sorte  que  connaissant  seulement 
les  valeurs  des  trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  trois 
axes  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  d'un  corps ,  on 
détermine  facilement  le  moment  d'inertie  relatif  à  toute 
autre  ligne. 

290.  Si  dans  l'expression 

L=Acos.'a+Bco5.'64-Ccos.'7 
du  n*  287,  on  suppose  A=^B  ,  elle  se  réduit  à 

L=A8iD.'7+Cco».'7  j  t^ 
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J'où  l'on  conclut  que  les  moments  d'inertie. relata  à 
deqxt  des  axes  principaux  étant  égaux  entre  eux ,  les 
moments  d'inertie  pris  par  rapport  à  toutes,  les  lignes 
formant  un  même  angle  avec  le  troisième  axe  sont  aussi 
égaux  entre  eux. 

'  291.  Si  Ton  suppose  A=rB=:C ,  la  même  expression 
se  réduit  à  L=A.  Ainsi  les  moments  d'inertie  relatifs 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croîisent  en  uii  point 
quelconque  d'un  corps  étant  égaux  entre  eux,  tous  les 
moments  d'inertie  relatifs  à  une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  même  point  sont  aussi  égaux  entre  eux.  Il  est 
aisé  de  reconnaitred'ailleurs  que  si  les  moments  d'inertie 
sont  ainsi  égaux  pour  toutes  les  lignes  manées  par  un 
point  donné,  toutes  ces  lignes  serontdes  axes  principaux. 
En  eSet'On  a  trouvé  n®  â8S  pour  l'expression  générale  du 
moment  d^inertie  pris  par  rapport  à  une  droite  quel^ 
conque, 

L==5iS.m[(^'4^")cos.'a+(J:"4«*)co$.'Ç+(j:"Tf^')co8."7 

— 2x^COS.acos.6 — âxzcos.acos.y — ^zcos.êcos.y]  j 

et  comme  les  moments .  d'inertie  relatifs  aux  trois  axes 
sont  égaux  à  A  ^  on  a  ici 

L=A— 2S./w(j?^CQS.acos.64-J:2COS,acos7+;^2co?.6cos.7). 

Or  cette  expression^ doit  se  réduire  à  A,  quels  que  soient 
les  angles  a,6,7  ;  doncf  on  doit  avoir  les  équations 

S.mj:^=0,  Smjpz==zO,  S/?i^2=0  ; 

qui  caractérisent  les  axes  princi  paux . 

«    292.  .Examinons-  quels  pont  les  >paiDt8.  de  l-espaco 
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pour  lesqueis  les  axes  prmdpaax  du  corps  solide  cpii 
appartiennent  k  ces  points  ont  des  directBoms  paîallties 
entre  elles.  Les  coordonnées  x^y^i  étant  comptées  s«r 
trois  axes  rectacgidaires  quelconques  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  désignons  par  x,,^,^z,t 
les  cocurdonnées  d'un  point  donné  m,  comptées  sur  les 
mêmes  axes. 
Les  U'ois  équatitms 

S.m(j:— a.'J(^-:^.)x=0,  S.m(a:— j:.)(2— 2.)=:0 , 

S.mCr— ;r.)(2;— 2j  =  0, 

exprimeront  laccmditionqueles  trois  drûtes  parallèles 
aux  axes  des  ^^  des  p^  et  des  z  ^  qui  passent  par  le  point 
m^  soient  l^s  trois  axes  principaux  ap^rtenont  à  ce 
poÎBt*  Or^  l'origine  des  coord<inaées  x^y^t  étant  placés 
au  centre  de  f^arité  du  corps,  on  a  &>mm^ù^  S.n^sa&O^ 
S.mzssO,  et  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

M  représentant  la  masse  entière  du  corps.  On  voit  qu'il 
est  en  génâral  impossible  de  «atisfaiire  à  oes  équations 
par  des  valeurs  différentes  de  Jc,,jK,>^,7  ^  ^  "^'^^^  P*^^ 
les  valeurs  — ar,, — y^^ — z,.  D'où  Ton  conclut  qu'il  n'existe 
en  général  qu'un  seul  point  m  dont  les  trois  axes  prin- 
cipaux soieiit  pa^Uèles  à  ceux  qui  appartiemient  au 
point  m.,  et  que  ce  point  m  ei^  situé  de  manière  que  la 
ligne  mm^  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide. 

293.  Admettons  que  faxe  des  z  tc^ismàz  avec  Fun 
dfs  axes  principMix  du  corps  qui  appartsesmtnt  à  son 
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centre  d^  gravité,  et  par  coosiéqueiit  qu«  le  plan  des 
xy  coïncide  avec  le  plan  qui  contient  leç  d^x  autres 
axes  principaux  appartenant  à. ce  centre.  Changeons 
les  coordonnées  x,^,z  en  d'autres  coordonnées  a^h^c 
comptées  sur  les  axes  principaux  dont  on  vient  de  par^ 
1er.  En  nommant  0  Tangle  compris  entre  Taxe  des  a  et 
celui  des  x ,  il  viendra 

j7«n/zcû6.9Tf  foin.9 ,  ^zs6cQS.9'^^asin.9  ,  zr=^  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations 
précédentes,  et  observant  que  S.maisO,  S-'»ûc=0, 
8.1^60=0 ,  on  aura 

8.m{**— ^)tang.  2a4*M(V^tf/)tâng.ai4-M€f  Asa^O, 
M(a,cos.  d*h6^in.0)o;»  0,      M(fr,cot.ô*-^,tin.0)c,s:qO. 

Supposons  actuellement  que  le  point  m^^  dont  les  coor- 
données sont  a,,i,,c,,  soit  situé  dans  le  plan  des  ah.  Les 
deux  dernières  équations  seront  satisfaites,  à  cause  de 
c,=0,  et  la  première  restera  seule  pour  exprimer  la  re- 
lation qui  doit  subsister  entre  les  coordonnées  a,.et  &,, 
^fin  que  les  trois  axes  principaux,  appartenant  aux 
points  déterminés  par  ces  coordonnées  aient  des  direc- 
tions parallèles  entre  elles.  Il  est  clair  que  deux  de  ces 
lixes  sont  situés  dans  le  plan  des  ah ,  l'un  d'entre  eux 
formant  TangleO  avec  Taxe  des  a.  Le  troisième  est  per- 
pendiculaire à  ce  plan ,  ou  parallèle  à  Taxe  principal 
appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps  qui  coïncide 
avec  l'axe  des  c. 

L'équation  précédente  entre  a,  et  b,  appartient  à  une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  les  axes 
des  X  et  des  /  ;  et  Ton  a  : 
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pour  les  coordonnées  des  points  où  cette  courbe  coupe 
les  axes  des  a,  ou  des  &,.  L'une  de  ces  expressions  est 
toujours  réelle,  et  l'autre  toujours  imaginaire;  elles 
sont  indépendantes  de  TangleO. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que ,  C  (fig.  31)  étant  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  et  Ca,  Ci  deux  des 
axes  principaux  appartenant  à  ce  centre,  le  moment 
d'inertie  relatif  à  Taxe  Ca  étant  supposé  plus  grand  que 
le  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  Cb  ;  si  l'on  a  dans  le 
plan  de  ces  deux  axes  un  point  quelconque  m ,  que  l'on 
détermine  les  deux  axes  principaux  mpy  mq  appartenant 
à  ce  point  qui  seront  contenus  dans  le  même  plan  ;  que 
l'on  mène  par  le  centre  C  les  droites  Cor,  Cy  parallèles  à 
mp^mq^ei  qu'enfin  Ton  construise  l'hyperbole  équilàtère 
passant  parle  point  m,  dont  ces  lignes  sontlesasymptotes, 
tous  les  points  situés  sur  cette  hyperbole  auront  leur  trois 
axes  principaux  parallèles  à  ceux  qui  appartiennent  au 
point  m.  De  plus,  toutes  les  hyperboles  ainsi  construites 
couperont  Taxe  Ca  eu  deux  points  D,iy,  situés  à  une 

/7Ï—B 
distance  du  centre  C ,  exprimée  par  \/  ■   ^  ■,  A  et  B 

désignant  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  Ca  et 
Ci.  Si  ces  deux  moments  d'inertie  étaient  égaux  y  l'hy- 
perbole équilàtère  se  réduirait  au  système  de  deux 
lignes  droites  perpendiculaires  lune  à  l'autre,  dont 
l'une  serait  tracée  du  point  m  au  centre  C,  et  qui  dé-^ 
termineraient  les  directions  des  axes  principaux  appar-? 
tteuaut  au  point  m. 
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29^.  Admettons  maintenant  que  les  trois  axes  àeéx^ 
des  y  et  des  z  du  n®  292  coïncident  avec  les  trois  axes 
principaux  appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps, 
et  supposons  que  le  point  m  soit  pris  sur  l'un  de  ces 
axes.  On  aura  alors  S.mj^^^=:0,  S.mxz=0,  •S';iiyjK=:0  i 
et  deux  des  coordonnées  x^,y^,z^  seront  nulles.  Les  trois 
équations  posées  dans  ce  n**  pour  exprimer  la  con- 
dition que  les  axes  desx,  des  /  et  des  ^  soient  paral- 
lèles, aux  axes  principaux,  appartenant  au  point  m^,  se 
trouveront  donc  satisfaites.  D'où  Ton  conclut  que  pouc 
tous  les  points  •  situés  «ur  les  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre  de  gravité  d'un  corps»  les  axes  prin* 
cipaux  sont  parallèles  aux  premiers. 

295.  On  peut  demander  d'ailleurs  de  déterminer  les 
points  d'un  corps ,  s'il  en  existe,  pour  lesquels  toutes 
les  droites  qui  se  croisent  &a  ces  points  soient  des  aies 
principaux ,  et  pour  lesquels  ,  par  conséquent ,  les  mo- 
ments d'inertie  pris  par  rapport  à  ces  lignes  soient  égaux 
entre  eux.  Admettons  que  les  axes  des  coordonnées  a;, 
y^  z  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  corps  qui  se 
croisent  en  son  centre  de  gravité  :  on  aura  les  conditions 

S.mj:=0,      S./w^=0,      S.mz=0, 
S.mj?^=0,     S./?m:z=0,     S./n^z=0; 

et  de  plus  en.appelan t  A ,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie 
pris  par  rapport  aux  axes  principaux  qui  se  croisent  au 
centre  de  gravité , 

A=S.mCr»+z') ,  B=S.m(x*+z') ,    C=S.w(j:*+^). 
Gela  posé,  si. les  parallèles. menées  aux  axes  primitifs 
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|»ar  le  point  c|ui  a  pour  ooorâosméea  x,  y,  z'  sont  des 
axes  priocipaiu»  on  ava 

S»w(a>— J^ÎCr— y)=0^  Sm(a?-<r')(«r-Bf)«0, 

SmCr— yX»— a')=^0. 
Ce»  équationf  aerédttitfeol  ^  œ^erta  des  conditions  pré^ 
cédenteSyà 

Celkt-ci  se^pecivettt  être  satidËKft^  à  mdn»  qtie  dcMit 
de&qnantUésia/^/,  jb'  se  soient  nuiles;  d'où  Ifos  eoiKtat 
en  premier  lieu,  que  lef  points  eka^ché»,  s-tIè^M»tent, 
ient  situés  rar  l^on  de»  axes  ptêadpàiix  qui  se  ^^tVyisenl 
au  centre  de  graillé. 

Supposons  nulles  les  emrdomtéeè  /et  ^ ^  ea  Mtte 
^e  les  pmnis  eherdiâ  déiTeHA  se  th>uver  placés^  sur 
Taxe  des  jt.  En  désignant  pav  A,',  B'^  G'  le»  thomeists 
d'kiertie  pris  par  ira^porl  à  Idoîs  axes  passam  par  Tina 
de  ces  points  el  parallèlea  ans  axes<  prineipanix  qui  se 
eroisènt  au  centre  de  grarité»  on  aura  d'aptes  lé  n*  âM 

Et  puisque  les  trois  moments  d'inertie  A',  ff,  G  doivent 
être  égaux  entre  eux  , 

MM 
L'existence  de  la  propriété  dont  il  s'agit  exige  donc 
1*  que  les  deux  moments  d'inertie  B  et  C  ^enl  ëgatix 
entre  eux ,  2"  que  A  sort  plus  grand  que  B  et  G.  Ainsi 
les  points  tels  que  toutes  les  lignes  qui  s'y  croisent  sdât 
des  axes  prinjBîpaux  n&  peuvent  sid)sister  ànKwns  que 
les  deux  plus  petits  moments  d'inertie  pris  par  rapport 
aux  axeé* principaux  qtri  se  croisent  au  centre  de  gr<ivfté 
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ih^corpa  ne  ment  ^iix  enire  e«x  ;  e4  si  cflti;  ebndi^ 
UoBaliett^  il  cxiftiera  deux  de  ceà poinli^  pbcés  snr  Ysast 
pekici|iel  par  rapport  amqnel  cet  prit  le  plw  gnanà  nuv- 
ment ,  à  une  distance  du  centre  de  gravité  exprimée  panr 

laformuledrsd;;\   / A-^ 

V  "wT 
Si  1^  troift  mommta  A  »  B^  G  étaient  égaux  wtre 
eu|(,  leoontre  de  gcavité,  «cgrait  le  seulpçint  d|i;i  corps 
pour  Ijequel  toutea  les^  %ne&  qui  s'y  croisesA  prér 
sentassi^t  la  jfjcoigwié  qui  sq^paicticiat  aax  axes,  priur 
cîpaïu- 

Évaluation  des  moments  dUnmrtie. 

396.  L'évaluation  dû  moment  d'inertie  d'un  système 
de  points  matériels  formant  un  corps  solide»  ce  moment 
étant  priii  par  rapport  à  im  axe  quelconque,  est  ramenée 
dans  le  n«  S89  à  la  détermination  des  valeurs  des  trois 
moments  d^inertie  pria  par  rapport  aux  axes  principaux 
qui  eé  croisent  au  centre  de  gravité,  et  dont  Tun  des  trbiÉ 
est  nécessairement  le  plus  petit  des  moments  dlnertie 
qui  puissent  appartenir  au  corps.  Le  calcul  de  la  valeur 
d'un  mom^t  d'inerUe ,  exprÛAé  en  génétal  par  Smr", 
m  désignant  la  masse  d'un  des  points  matériels  du  sysr 
téme,  et  r  la  djistance  de  ce  point  à  l'axe  par  rapport  au>- 
quel  est  pris  le  moment ,  ne  présente  d  aiUeurs  aucune 
difficulté.  S'il  s'agit,  non  pas  d'un  assemblage  de  points 
matériels  placés  à  certaines  distances  les  uns  des  autres, 
mais  d'un  corps  continu,  ta  somme  désignée  par  S  de- 
viendra une  intégrale  définie  qui  peut  prendras  diverses 
formes  suivant  le  système  de  coordonnées  que  Ton 
adopte.  En  conservant  les  coordonnées  rectangulaires, 
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et  désignant  par  ^  la  valeur  de  la  mane^de  runtté 
de  Yoliune  de  la  matière  du  corps  qui  a  .lieu  dans  le 
point  donjt  les  coordonnées  sont  x,  y^  js,  on  aura  éri'^ 
demment 


jrfj:irfr|rf2;.j)(j:* 


+y), 


pour  Texpression  générale  du  moment  d'inertie' pria  par 
rapport  à  l'axe  des  z.  Les  limites  des  intégrales  sont  dé-  , 
terminées  par  les  valeurs  des  coordonnées  qui  appartiens 
nent  à  là  surface  du  corps,  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  n""  76.  Nous  présenterons  quelques  exemples  des  caK 
culs  de  ce  genre. 

297.  Soit  un  parallélipipède  rectangle  homogène 
dont  le  centre  est  placé  à  l'origine  des  coordonnées,  et 
dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes.  En  désignant 
respectivement  par  a^  b^  c  les  demi-longueurs  des  arêtes 
dirigées  parallèlement  aux  X,  aux /et  aux  z,  l'expression 
^u  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  un  axe  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  et  parallèle  à  l'arête  c 
sera 

ou  en  désignant  par  M  la  masse  entière  du  corps^ 

Sile  moment  d'inertie  était  pris  par  rapport  à  unedea 
arêtes  c,  sa  valeur  serait 
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Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  trois  axes  menés  par 
le  centre  parallèlement  aux  arêtes  sont  ici  les  axes 
principaux;  que  le  plus  grand  des  trois  moments 
d'inertie  relatifs  à  ces  axes  appartient  à  Taxe  parallèle 
à  la  plus  petite  arête  ;  et  que  le  plus  petit  des  trois  mo<- 
ments  d'inertie  dont  il  s'agit,  appartient  à  Taxe  parallèle 
à  '  la  plus  grande.  De  plus ,  si  c  est  la  plus  petite 
arête,  et  si  les  arêtes  a,  b  sont  égales  entre  elles,  Taxe 
des  z  contient  deux  points  tels  que  toutes  les  droites  qui 
s'y  croisent  sont  des  axes  principaux»  Les  distances  de  ces 
points  à  l'origine  ont  pour  expression ,  conformément  à 


cequ'onavun'^MS,  a:=db\/  ^{a"— c'). 

298.  Considérons  un  solide  de  révolution  dont  Taxe 
coïncide  aviec  l'axe  des  z.  Le  moment  d'inertie  pris 
]par  rapport  à  cet  axe  pourra  s'exprimer  par  l'intégrale 
double 

2»  I  ^  .r^  I  rfz. j> ,      ou         2ïr  I  Ja  I  fi?jr. J>j:3  , 

71  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mèlre. 

299.  Si  ce  solide  est  un  cône  tronqué  décrit  par  le 
trapèze  AMNG  {fig.  32)  ,  on  aura  en  appelant  a  le 
rayon  AM  de  la  petite  biise^  et  ô  l'angle  au  centre , 

j:=û-f-ztang.ô 
pour  l'équation  de  l'arête  MN.  La  formule  précédente 
deviendra  donc,  p  étant  supposée  constante ,  et  la  hau- 
teur AG  du  cône  tronqué  étant  désignée  par  Cj 


çc     ça 
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c'est-à-dire 

Cette  e^^^esaiqii  ^ix  mom^t  d'inwUe  d'un  côpe  tron- 
qué pris  far  rapport  à  sop  axe  dmine  pour  hb  cône  en- 
tier» en  faisant  a^O , 

l.J)c*taDg.40. 

La  mélÉife  expression  détient ,  en  &isant  ^»=tO , 

pour  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'un  cylindre  droit 
pris  par  rapport  à  son  axe,  a  étant  le  rayon  de  la  base , 
et  c  la  bauteur  de  ce  cylindre.  Le  moment  d'inertie  du 
même  cylindre ,  pris  par  rapport  à  une  arête ,  est 

300.  Si  b  «olide  est  une  sphère  dont  te  raydn  est 
représenté  par  a,  on  a 


et ,  ce  solide  étant  toujours  supposé  homogène  y  la  for- 
mule du  n^  298  donne ,  pour  l'expression  du  moment 
d'inertie  pris  par  rapport  à  un  diamètre. 


ra       /^V/^CI? 


27rp  1     dz  1  dx.x^  ; 

ou  bien 
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Cette  formule  revient  à  |Ma%  M  ^éligioiaat'  la  t^»^  de 
la  sphère.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  une 
ligne  tangente  à  la  l^urfaéè  4âla  ispliè^  est 

—  .^%      ou      -^Ma\ 

301 .  Cherchons  enfin  l'expression  des  moments  d'iner- 
tie d'un  ellipsoïde  homogène  pris  par  rapport  aux  trois 
axes  dû  ce  oarpi  ^  ^tt  soiri  évidepibo^l^  lëà  &iêà  prMëi- 
paux  passant  au  centre  de  gravité.  Les  demi- 
diamètres,  dirigés  dans  le  sens.;  des  x.^  des  y  ft  dès  z 
étant  représentés  respectivement  par  a,  b ,  c  ^  et  l'ori- 
gine des  coordonnées,  étant  placée  au  centre ,  l'équation 
de  Li  surface  de  l'ellipsoïde  est 


d'où  l'on  déduit 


Par  conséquent,  la  fbrmulqdu  n'  2d6  donne  pour  l'ex- 
pression du  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  l'axe 
des  z  y  en  effectuant  d^abord  l'intégratiotik  par  va{>|^t 

qui  peut  s'écrire  i 
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dont  les  limites  doivent  être  les  valeurs  de  j^  en  x  don- 
nées par  l'équation  Vx*'\^y^=dh'  qui  appartient  à  Tin- 
tersection  du  plan  des  a^  avec  la  surface  de  l'ellipsoïde, 

c'est-à-dire  y =±:A\/l_^-  Si  r<m  fait,  pour  abréger, 

a 

i^ssby  \^\^  cette  intégrale  pourra  s'écrire  : 
a' 

et  comme  la  quantité  I  dyl/r^--^*    équivaut    à    l'aire 

d'un  demi-cercle  dont  le  rayon  est  r,  on  voit  que  la  va- 
leur de  l'intégrale  dont  il  s'agit  est 

On  aura  donc ,  d'après  cela , 

et  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  x  entre  le» 
limites  — a  et  a ,  il  viendra  définitivement 

On  aura  de  la  même  manière 
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ainsi  le  raomeut  dlnertie  cherché  est 

Comme  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  ^^  abc,  on  Toit 

d après  les  résuluts  précédents ,  qu'en  désignant  pur  M 
la  masse  totale  de  ce  corps ,  on  a  respectivement 

i.M(6'+0,    ^M(a'+0,   J-M(a'+Ô-), 

pour  les  trois  momepts  d'inertie  pris  par  rapport  aux 
axes  dont  les  demi-longueurs  sont  a ,  i  et  c. 

Si  a  est  le  plus  grand  des  trois  demi-axes  y  îe  moment 
d'inertie  |M(i'4-c*)  est  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie  précédents  ,  et  par  conséquent  le  plus  petit  des 
moments  d'inertie  par  rapport  à  une  droite  quelconque. 
Si  c  est  le  plus  petit  des  demi-axes ,  le  moment  d'i- 
nertie jM(a'-fi*)  est  au  contraire  le  plus  grand  des 
trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  du  corps,  çt  par  conséquent 
le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie  relatifs  à 
toutes  les  lignes  qui  peuvent  être  menées  par  ce  cen- 
tre. Si  les  demi-axes  a  et  b  sont  égaux  ,  en  sorte  qae 
le  corps  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  ,  et  si  de  plus 
le  demi-axe  c  autour  duquel  la  surface  est  décrite 
est  plus  petit  que  a  et  & ,  le  plus  grand  des  moments 
d'inertie  étatit  alors  |Ma%  et  les  deux  autres  moments 
d'iiaertie  étant  jM(a'-l-c*) ,  il  eiiste,  d'après  le  ii*295. 
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deux  point  situés  s^if  l'axe  de  ré^olution^de  part  et  d  autre 

du  centre,  si  la  d|slancç|/'|(a^— --?)  de  ce  centre,  tels 
que  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  menées  par  ces 
points  sont  des  axes  principaux  *. 

Mouvement  d'un  corps  pesant  a^four  d'un  axe  fixe 
horizontal.  Centre  d* oscillation, 

302.  Considérons  un  corps  solide  soumis  à  Faction  de 
la  gravité,  et  tournant  autour  d'un  axe  horizontal  A 
{fig.  33  )  supposé  fixe.  Soit  AB  la  trace  d'un  plan  ver-* 
tical  passant  par  cet  axe ,  le  mouvement  durçor^s  doit 
satisfaire  à  Téquation  différentielle 

donnée  n*  279.  En  désignait  par  G  h  position  4v  fiCf^re 
de  gravité  du  corps  au  bput  du  temps  ?,  par  Q  lapgle 
BÀG ,  par  c  la  distance  AG ,  et  par  M-  la  piasse  totale  dn^ 
corps,  on  a 

^  d'i 

^7T=-- -^  ,      S.P/>=»M^^iB.d  , 

et  cette  équation  devient 

E^p  nmlUp^ant  les  deux  membres  par  dé  et  intégrant 
W  trguva 

*  l^  r^i^ti^t^  précéd^tf  «  et  nn  grAn4  i)<«9b|rp  ^>utrf«,  ^q( 
contenais   dan«   la   formule  de   M.  Dirichlet.    Voyez  les   Leçons 

d*Jnnlxie  ^  p.  Say. 
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S^i  e  U  yalQur  iwtiiJ^  d^r«kigl«  a^  «t  Y  >«  Pilleur  ion 
U^le  de  I4  vitesse  Ài]guUi?a  :  (xb.  ^ur« 


(S=- 


i(COS»ft-^C08.0). 


Cette  équation  étant  rësèliié  par  i«p^t  à  dé  et  kité- 
^ée  fera  cohoattre  la  relatton  etilré  «  et  9 ,  et  par  cdà- 
•éqventla  nature  àtx  mouvemeàt  dtt  î:drp9. 

3(V3.  Si  Pon  considérait  le  mouvemeot  d^un  seul  point 
matériel  pesant ,  placé  à  la  distance  R  de  Paie  de  rota- 
tion ,  on  aurait  pour  l'équation  du  mouvement  de  ce 
point 

comme  on  peut  le  conclure  du  n^  1(8.  On  voit  par  là 
qu'un  corps  solide  pesant  prend  autour  d'un  ane  fixe 
horizontal  le  même  mouvement  qu'affecterait  un  point 
înatérie)  assujetti  à  décrire  autour  de  cet  axe  un  cercle 
^yant  poùir  rayon 

Soit  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rap- 
port à  une  ligne  menée  par  son  centre  de  gravité  parai- 
rallèlement  à  l'axe  fixe  :  on  aura  d'après  le  n**  292 
S.m/'=M(c*+A");  et  par  conséquent  le  rayon  dont  il 
s'agit  a  pour  valeur 

c     ' 

Uq  «Qrpii  uslkàd ,  d'ooe  figure  qitelJconque ,  osdlknl 
antoiiir  4Vq  axe  horiseotal  «st  nomamépenduh  compote» 
pat  opposition  ai»  p^ndtUê  simple  formé  par  un  aeel 
ppÎQt  matériel  suspendu  à  un  fil  sans  masse.  La  durée 
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des  oscillation  du  pendule  simple  est  égale  à  la  durée 
des  oscillations  du  pendule  composé ,  lorsque  la  longueur 

du  fil  est  égale  à  . 

30h*  On  a  nommé  centre  d'oscillation  dans  un  corps 
qui  oscille  autour  d'un  axe  fii^e  horizontal  un  point 
dans  lequel  on  pourrait  supposer  concentrée  la  masse 
entière  du  corps  sans  altérer  la  pâture  çt  |a  durée  des 
oscillations.  II.  résulte  de  ce  qui  précède,  que  tous  les 
points  situés  dans  un  plan  passant  par  lai^e  fiiçe  et  par 
le  centre  de  gravité,  et  dont  la  distance  à  Taie  fixe  es^ 

égale  à  ,  présentent  la  propriété  dont  il  s'agit. 

c 

Qn  peut  remarquer  de  pl^s  que  ^a  relation  du  centre 

d'oscillation  au  centre  de . suspension  est  réciproque, 

en  sorte  que  le  centre  de  suspension  deviendrait  centre 

d'oscillation  si  le  centre  d'oscillation  devenait  centre  de 

suspension.  En  efiet  la  distance  du  centre  de  gravité  au 

centre  de  suspension  étant c=  —  ,   la    formule 

précédente  appliquée  au  cas  où  le  centre  d'oscillation 
deviendrait  centre  de  suspension,  donne 

c 

305.  Il  existe  d'ailleurs  dans  un  corps  solide  une  infi- 
nité de  droites  telles  qu'en  les  prenant  pour  axes  de  sus- 
pension, ce  corps  fera  toujours  autour  de  ces  lignes  des 
oscillations  dont  les  durées  sont  égales  entre  elles.  Dé- 
signons par  «,^97  les   angles  que  forme  avec  les  troi$ 
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^xes  principaux  qui.setrceûent  au  centre  de  gravité  du 
corps  une  parallèle  à  l'axe  fixe  menée  par  ce  centre  de 
gravité ,  et  par  A,B^C  les  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  à  ces  axes  principaux.  On  aura,  d'après  le 
II*  290 ,  MA:'= Aco8.'a+Bco8.»6+Cco8.'7  ;  et  par  conséquent 
Acos.'a+Bcos.'g+  Ccos'.y+Mc' 
Me 
pour  la  longueur  du  pendule  simple,  dont  les  oscilla-^ 
tions  auraient  une  durée  égale  à  celles  du  corps  proposé. 
Or  on  peut  faire  varier  d'une  infinité  de  manières  les 
valeurs  des  quantités  a,ç,y  et  ç,  en  conservant  toujours 
la  même  valeur  à  l'expression  précédente. 

Soit  A  le  plus  petit  des  trois  moments  d'inertie 
A,B,G.  La  longueur  c  restant  constante  y  la  plus  petite 
valeur  de  l'expression  précédente  sera 

A+Mc* 
Me     • 
fet  le  minimum  de  cett^  dernière  expression  répond  à 

.    /F    .   . 

ç=\  /  rjr.  Ainsi  les  axes  de  suspension  autour  des- 
quels un  corps  solide  exécute  les  oscillations  dont 
la  durée  est  la  moindre  possible,  sont  parallèles  à 
celui  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité auquel  répond  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie,  çt  spnt  distants  de  cet  axe  principal  de  la 

quantité  \/  — ,  Adésignant  ce  moment  d'inertie  mini- 
mum. La  longueur  du  pendule  simple  dont  les  osjcilla^r 

tions  ont  cette  moindre  durée  est  2\/  tjt* 
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Mouvement  d'un  corps  sotidt  autour  dPun  ax6  /Ëre,  pr0^ 
duit  par  une  impwlnBtt.  Cehtre  de  perioussion. 

S06.  Considérons,  comme  dans  les  n*^  277  et  suivants, 
un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe 
que  nous  supposons  coïncider  avec  l'axe  des  x.  Le  mou- 
vement de  ce  corps  sera  déterminé,  comme  on  la  vu, 
p?  279,  par  Téquation  différentielle 

dans  laquelle  f^  est  la  vitesse  angulaire  du  corps  à  la 
fin  du  temps  t,  S  .Pp  la  somme  des  moments  des  forces 
qui  sollicitent  le  corps^  ces  moments  étant  pris  par 
rapport  à  l'axe  fixe,  et  S,mr  le  n^oment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  au  même  axe.  Cette  équation  fera 
connaître,  par  Tintégraition^  le  mouvement  du  corps, 
lorsque  la  position  et  la  vitesse  initiales  de  ce  corps  se-t 
ront  données. 

Nous  admettrons  maintenant  que  le  corps ,  étant  im-^ 
mobile ,  reçoit  in^tantanéipent  une  impulsion  qui  Iç 
met  en  mouvement.  Il  s'agit  de  déterminer  la  vitesse 
qu'il  prendra  par  l'effet  de  cette  impulsion ,  et  fes  efforts 
que  devra  supporter  Taxe  fixe  à  l'instantoù  elle  est  don- 
née. 

Relativement  au  sens  que  Fon  doit  attacher  au  mot 
impulsion  ,  nous  remarquerons  qu'un  corps  solide 
étant  supposé  immobile ,  on  peut  concevoir  qu'un 
efiort  très -grand  est  exercé  pendant  un  temps  fort 
petit  sur  un  point  d^  la  surface  de  ce  corps.  Soit  F 
cet  effort  (  constant  ou  variable  avec  le  temps  )  évalué 
en    unités    de    poids,  et  t   la   durée   très -petite   du 
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temps  pèndai^l  kcptal  il  ciftt:^ear0é.  fii  reffort-F^iétait 
exèncéijednlèeiMi  point  inf^édiel  dont  là.  masçelM  m, 
et  qui  lui  cédât  librement,  on  aurait,  àa  app6-» 
koEit  u  la  "vitease  aequisç-  pjMr  ce  pdint  à  la  fin   du 

temps  t,  m  'r==P  ,  par  conséquent  m^u^Vdty  et ,  à  la 
fin  du    temps   t,   mw==  |  "Pdt,  On  voit  que  l'intégrale 

Ydt  rapr^sentç  la  quotité  de  mouvement  qui  peu^ 


r 


être  produite  par  Faction  que  nous  considérons  ici ,  et 
qui  est  la  mesure  de  celte  action.  Nous  pouvons  poser 

pour  abréger  I    Fdfe=<ï»;    o  désignera  la  quantité    de 

mouvement  imprimée,  dans  ladirection  dePeffort  F,  par 
Faction  dont  il  s'agit ,  et  s'e^fprimera  généralement  par 
le  produit  d'une  masse  par  une  vitesse.  Ces  notions  sont 
conformes  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  258. 

Ajoutons  d'ailleurs  qu'une  impulsion  est  souvent  pro- 
duite par  un  choc ,  c'est-à-dire  par  un  corps  en  mouve- 
ment qui  viendrait  frapper  le  corps  que  Fou  considère. 
II  est  évident  que  dans  ce  cas  une  certaine  quantité 
de  mouvement  est  imprimée  par  Fefiet  du  choc  à 
chaque  corps ,  en  sens  opposés ,  et  dans  la  direction 
de  la  normî^le  commune  aux  deux  surface  m^née 
par  le  point  de  coq  tact.  Ainsi  Fefiet  d'un  choc  sur  un 
corps  peut  toujours  être  représenté  en  admettant  qu'une 
quantité  de  mouvement  ^  est  imprimée  ,  dans  une  di- 
rection donnée,  en  tui  certain  point  da  ce  corps. 
Mais  l|i  grandeur  de  la  quantité  ♦  ne  pourrait    être 
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<»niiue  qu'au  moyen  d'une  solution  spéciale  de  la 
question  4  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  dmis  TAr^ 
ticleXlX. 

Enfin  nous  obserrerons  que  si  le  corps  considéré 
a  été  frappé  par  un  autre  corps  ayant  une  masse 
m  et  uoe  vitesse  Y,  et  si  après  le  choc  les  deux  corps 
demeurent  adhérents  et  ne  forment  qu*UD  seul  sys- 
tème solide  ,  on  pourra  regarder  ce  système  comme 
ayant  reçu  une  impulsion  ^=mV,  et  déterminer  en 
conséquence,  comme  on  va  le  voir  tout  à  l'heure,  le 
mouvement  qui  aura  lieu  immédiatement  après  le 
choc.  Lf'impulsion  «  devra  être  censée  appliquée  au 
centre  de  gravité  du  second  corps,  et  dirigée  dans  le 
sens  du  inouvement  de  ce  centre  de  gravité. 

Gela  posé,  nous  représenterons  par 

4»       la  quanti  té  de  mouvement  imprimée  p^r  la  force 
qui  produit  l'impulsion  ; 
I,  n,  ç,  les  coordonnées  du  point  du  corps  où  cette  force 

est  appliquée  ; 
a,  C,  7,  les  angles  formées  par  sa  direction  avec  les  axes 
des  X,  desjr  et  des  z; 
^Sf      la  plus  courte  distance  de  la  direction  de  cette 
même  force  à  l'axe  des  x  avec  lequel  coïncide 
Ta^e  fixe  autour  duquel  le  corps  est  assujettisse 
mouvoir; 
y      la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  corps  com- 
mence à  tourner  autour  de  Taxe  fixe  par  TeOet 
de  l'impulsion. 

En  se  rappelant  que  d'après  le  n*"  258  la  quantité 
de  mouvement  prise  p^r  le  corps  doit  faire  équilibre 
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autour  de  Taxe  fixe  à  la  quantité  de  mouvement  qui 
lui  est  imprimée,  on  aura  comme  dans  les  n^  277  et  279j^ 
Téquation 

V.S./nr'=*Kcos.6— >îCOS.7)=<ï>.'ar8in,a , 

S. mr>  désignant  toujours  le  moment  d'inertie  du  corps 
solide  pris  par  rapport  à  l'axe  fixe.  Par  conséquent  la 
valeur  de  V  déduite  de  cette  équation,  c  est^a-dire 

^ oKcos.ê — ÎQC0S.7) <^.'ïy8in.a 

Km?  "~     Sm/^  ' 

donnera  la  vitesse  angulaire  initiale  qui  devra  être  at* 
tribuée  au  corps  lorsqu'on  voudra  déterminer  le  mou- 
vement qu'il  prendra  après  l'impulsion. 

307.  A  l'égard  des  efforts  exercés  sur  l'axe  fixe  à  l'in- 
stant où  l'impulsion  a  lieu,  efforts  dont  la  considération 
est  importante  dans  diverses  applications,  on  reconnaît 
également  d'après  les  n^*  277  et  suivants-;  1*  qu'un  effort 
exprimé  par  «  cos.  a  est  exercé  parallèlement  à  l'axe  fixe 
sur  les  points  d'appui  qui  s'opposent  au  glissement  du 
corps  dans  le  sens  de  cet  axe. 

2^  Que  des  efforts  sont  exercés  perpendiculairement 
à  Taxe  fixe,  dans  le  sens  des  j-,.  dont  la  somme  a  pour 
valeur 

4>cos.€ — V.S.ma, 

et  dont  la  somme  des  moments  pris  par  rapport  à  Taxe 
des  z  a  pour  valeur  , 

*.Çcos.6 — V.S./wjrz. 
3*  Enfin  que  des  effort  sont  exercés  perpendiculaire- 
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Ment  à  Taicé  ûxé,  dum  lé  ielhs  dès  t,  dont  là  îto^^M 

est  ;■,'■■  t  - 

et  dont  la  somme  des  moilients  ][)ris  par  rapport  àl  axe  des 
z  a  pour  e^pre^sion 

308.  D  après  cela ,  si  Foû  vëtit  qûë  )a  dôiïiiâe  d^s  ef- 
forts exercés  sur  Taxe  fixe  soit  nulle,  il  faudra  d'abord 
poser  COS.  a==rO,  afin  que  Teffort  exercé  parallèlement  à 
cet  axe  soit  nul  ,  en  sorte  que  la  direction  de  l'im^ 
pulsion  devra  être  petpendiciihire  à  Taxe  fixe.  QHie 
première  équation  étant  satisfaite  ^  on  posera  ensuite 
les  équations 

a.mr  o.mr 

d'où  l'on  déduit,  àcause  dei»st?6+c0Si'yc:»l> 

côs.*/  _      S.my  _  S.^^gH»  __  SMr' 

C08.6  ""      S.mz  '         "^"^  V/(S.m^)'+(S:^»  "~  "^  * 

en  désignant  comme  dans  le  n»  302  par  M  la  masse  en- 
tière du  corps  et  par  c  la  distance  de  son  centre  de  {gra- 
vité à  Taxe  fixe.  Il  résulte  de  ces  dernières  équations 
lo  que  la  direction  de  l'impulsion  devra  être  perpen- 
diculaire au  plan  mené  par  l'axe  fixe  et  par  le  centre 
de  gravité  du  corps  ;  2°  que  la  distance  de  la  direction 
de  l'impulsion  à  l'axe  fixe  devra  être  é^ie  ao  momeot 
d'inertie  du  corps  pris  par  rapport  àl'axefi>^e^ivi^pi^r 
le  produit  de  sa  masse  pai:  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  ce  corps  à  Taxe  fixe. 

Mais  après  (JUe  l'on  a  expHmé^ue  îa  somme d^s  efforts 
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ciercrfB  «Ur  l-ax€  fine^stnuHe,  il  n'eu  résulte  pas  néces- 
«airemefit  t(W  eet  ftte  fie  supporte  attcinie  action ,  prcè 
qu'il  serait  possible  que  les  efforts  dont  il  s'agit  foràkas- 
sest  des  couples.  Si  Ton  veut  donc  que  Taxe  fixe  ne  soit 
sollicité  à  l'instant  de  l'impulsion  ni  par  aucune  fprce  ni 
par  aucun  couple,  il  faudra  écrire  de  plus 

ou  en  mettant  pour  COS.  ô  etcos.y  leurs  valeurs  déduites 
des  équations  précédentes, 

et  par  conséquent 

S.mxz        S.mjcy 
S  mz  S.my  ' 

On  ne  peut  en  général  satisfaire  à  cette  double  équation 
sans  supposer  nulles  à  la  fois  les  quantités  S.mayj  S.mxz 
et  i  ;  d'où  il  résulte  que  l'axe  fixe  doit  être  un  des 
axes  principaux  du  corps  qui  se  croisent  au  point  où  cet 
axe  est  rencontré  par  le  plan  qui  contient  la  direction 
de  l'impulsion.  Cette  condition  réunie  aux  deux  précé- 
dentes établit  d'une  manière  complète  qu'il  n'existe  au- 
cun efiort  exercé  sur  l'axe  fixe  à  l'instant  où  Timpulsion 
es  produite. 

309.  Les  géomètres  ont  appelé  Centre  de  percussion 
d'uB  corps  tournant  autour  d'un  axe  fixe  un  point  tel , 
qu'une  force  appliquée  à  ce  point ,  en  sens  i;ontrait*e 
de  ton  nMmvement ,  détruimt  entièrement  le  mouve- 
ment duoorpSy  en  sorte  que4'a}ie  fixe  ne  supporterait 
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Attcim  eficurt  à  rinstant  de  cette  desiructioD.  On  voit  far^ 
cilement  d'après  ce  qui  précède  que  le  centre  de  per- 
cussion est  placé  dans  le  plan  qui  ccmtient  l'axe  û%m 
et  le  centre  de  j^ravité  du  corps,  et  que  sa  distance  à 

l'axe  fixe  est  -^- —  .  Mais  poui*  que  la  condition  énon- 
Me  m:  ^ 

cée  puisse  être  satisfaite ,  il  faut  que  Taxe  fixe  soit  un 
axe  principal.  Si  cela  a  lieu ,  le  centre  de  percussion 
est  placé  sur  Tintersection  du  plan  des  deux  autres 
axes  principaux  avec  le  plan  qui  contient  cet  axe 
et  le  centre  de  gravité  du  corps.  On  reconnaît  d'ail- 
leurs, d'après  le  n®  30i^,  que  la  distance  du  centre  de 
percussion  à  l'axe  fixe  est  égale  à  celle  du  centre  d'os  - 
cilla tion  à  ce  même  axe  :  mais  ces  deux  points ,  dont 
la  considération  se  rapporte  à  des  propriétés  méca- 
niques tout  à  fait  distinctes^  ne  doivent  pas  être  con- 
fondus. 

310.  Si  le  corps  peut  être  partagé  en  deux  parties 
égales  et  Symétriques  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  fixe ,  cet  axe  sera  un  des  axes  principaux  appar- 
tenant au  point  où  il  rencontre  ce  plan.  Le  même  plan 
contiendra  d'ailleurs  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ainsi 
un  choc  exercé  contre  le  corps  ne  produirai  alors  aucun 
effort  sur  Taxe  fixe,  si  la  direction  de  l'impulsion  est 
contenue  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  si  elle  est  perpen- 
diculaire à  la  ligne  menée  du  centre  de  gravité  à  l'axe 

fixe,  et  si  elle  rencontre  cette  ligne  à  la  distance  -1 — 
de  Taxe  fixe.. 

311.  Lorsqu'un  corps  solide  assujetti  à  tourner  au- 
tour d'un  axe  fixe ,  a  reçu  une  impulsion  en  vertu  de 


Digitized  by 


Google 


-  3^5  — 

laquelle  il  commencé  à  se  mouvoir  avec  là  vitesse  au^ 
gulaire  V  donnée  par  1  équation  obtbniie  dans  le  n"*  306, 
le  mouvement  qu'il  prend  ensuite  est  déterminé,  comme 

on  1  a  rappelé  dans  ce  numéro,  par  1  équation  ^  =  5—^,, 

qui  se  réduit  à  —  =0 ,  lorsque  le  corps  n'est  sollicité 

par  aucune  force ,  en  sorte  qu'il  conserve  alors  con- 
stamment la  vitesse  angulaire  Y  qui  lui  a  été  imprimée. 
Pendant  ce  mouvement  du  corps ,  l'axe  fixe  supporte 
d'autres  efforts ,  dont  on  a  donné  les  valeurs  dans  le 
n**  260 ,  pour  le  cas  où  le  corps  est  sollicité  par  des 
forces,  et  dans  le  n**  282 ,  pour  le  cas  où  ces  efforts  sont 
produits  seulement  par  les  forces  centrifuges  dont  les 
parties  du  corps  sont  animées.  On  doit  distinguer  avec 
soin  ces  efforts  permanents  des  actions  instantanées 
dont  les  expressions  viennent  d'être  données  n**  307 ,  et 
l'on  reconnaît  que  les  conditions  qui  rendraient  nuls 
les  efforts  dus  à  la  force  centHfuge  ne  peuvent  s'accor- 
der avec  celles  qui  rendraient  nuls  les  efforts  résultant 
d'un  choc  ;  et  qu  un  axe  fixe  ne  peut  pas  être  placé  de 
manière  à  satisfaire  en  même  temps  aux  conditions  dont 
il  s'agit. 

XXI.    Mouvement  d'un  corps  solide  ENTiÈREMENt    liére 

DANS    L^ESPAC£.  "^ 

312.  Un  corps  solide  étant  considéré  comme  un  as- 
semblage de  points  matériels  dont  les  positions  respec- 
tives sont  invariables ,  représentons  généralement  par 
m         la  masse  de  l'un  quelconque  des  points  ma- 
tériels ; 

20 
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X,,  /, ,  Zo  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
corps  à  la  fin  du  temps  t ,  comptées  sur 
trois  axes  rectangulaires  fixes; 

X,  Y,  z ,  les  coordonnées  du  point  matériel  à  la  fin 
du  temps  U  comptées  à  partir  de  ce  centre 
de  gravité  sur  trois  axes  rectangulaires 
respectivement  parallèles  aux  trois  axes 
précédents  ; 

X,  Y,  Z,  les  valeurs,  exprimées  en  unités  de  poids, 
des  forces  appliquées  respectivement  au 
point  m  dans  le  sens  des  axes,  des  x, 
des  y  et  des  z. 

Les  coordonnées  des  points  matériels  du  système 
comptées  à  partir  de  Torigine  fixe  des  x^^j-^ ,  z^  étant  à 
la  fin  du  temps  t,  jr, -f-x,  y^-^-y,  z^-^z,  les  forces 
perdues,  par  ces  points  matériels  dans  le  sens  de  chacun 
des  axes  sont 

^-'^      do     '  ^•^'^     de     '  ^-"^—IT" 

Or  le  mouvement  du  corps  étant  assujetti  à  la  condition 
que  ces  forces  perdues  doivent  se  fairq  continuell^nent 
équilibre,  nous  aurons  ici,  en  appliquant  les  résultats 
du  n''5iii<  relatifs  aux  conditions  de  l'équilibre  des  forces 
appliquées  a  un  corps  solide  entièrement  libre,  les  six 
équations  suivantes  : 
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D'après  lès  proptiétés  du  tentre  de  gravité ,  ott  a 

ce  qui  réduit  les  trois  premières  équations  (en  remar- 
quant d'ailleurs  que  x^,  y^ ,  z,  doivent  être  regardées 
cornivie  dès  quantités  constantes  relativement  aux  divers 
points  matériels  du  Système)  »  à 

M^=S.Y,} (1) 

M  désignant  la  masse  ebtière  du  fcorps.  Quant  aux  trois 
dernières  équations ,  en  effaçant  les  quantités  qlii  sont 
nulles  en  Vertu  des  précédentes ,  elles  deviennent  res- 
p€ietivement 


(2) 


^A:%-y^)^^--^^\ 


Les  premier  membres  des  équations  (1)  ne  contiennent 
que  les  coordonnées  Jf?. ,  /» ,  z^  du  centre  de  gravité  du 
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corps.  Ces  équations  donnent  la  loi  du  mouvement  de 
ce  point  y  et  en  les  comparant  aux  équations  du  n*"  IH^I, 
ou  reconnaît  évidemment  que  le  centre  de  gravité  du 
corps  se  meut  dans  l'espace  comme  il  le  ferait  si  toute 
la  masse  de  ce  corps  y  était  concentrée  ,  et  si  toutes  les 
forcées  y  étaient  appliquées  chacune  suivant  sa  direction. 
Généralement  les  expressions  des  forces  X, Y,  Z  contien- 
nent les  coordonnées  or,-*-  x ,  j^.+X  »  ^A^^  ^®^  différents 
points  matériels  ,  en  sorte  que  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  dépend  des  mouvements  des  parties  du  corps 
par  rapport  à  ce  centre.  Mais  lorsque  les  valeurs  des 
forces  X ,  Y,  Z  sont  indépendantes  des  coordonnées  x, 
y^  z,  ou  peuvent  en  être  supposées  indépendantes  sans 
erreur  sensible  (comme  cela  aurait  lieu  pour  les  corps 
soumis  à  l'action  de  la  pesanteur) ,  les  équations  (1) 
détermineront  entièrement  le  mouvement  du  centre  de 
gravité. 

Les  premiers  membres  des  équations  (2)  ne  contien- 
nent que  les  coordonnées  relatives  x^  j-,  z  qui  appar- 
tiennent aux  divers  points  du  corps ,  et  qui  sont  comp- 
tées du  centre  de  gravité  :  ces  équations  expriment  les 
conditions  des  mouvements  des  parties  du  corps  autour 
de    ce   centre.     Elles    indiquent    que   si    Ion  consi* 
dère  seulement  les  mouvements  du  corps  relativement 
au  centre  de  gravité,  les  forces  perdues  se  font  équi- 
libre autour  de  ce  centre,  comme  cela  aurait  lieu  s'il 
était  maintenu  dans  une  position  fixe.  Si  les  expres- 
sions des  forces   X,  Y,  Z  sont  indépendantes  de  la 
position  du  centre  de  gravité ,  ou  si  ces  forces  dispa- 
raissent dans  les  équations  dont  il  s'agit ,  on  en  déduira 
la  connaissance   des  mouvements  du  corps"  autour  de 
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ce  centre  d'une  manière  tout  à  fait  indépendante  du 
mouvement  absolu  de  ce  point  dans  lespace. 

313.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités 
par  aucune  force  »  les  équations  (1)  se  réduisent  à 
â^x  d^Y,  d^z 

'^IF-'^^   M#=«'    '«^'=«- 

Elles  indiquent ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n""  ik^y 
que  le  centra  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  alors  en  ligne 
avec  une  vitesse  constante.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité  ne  subit  aucune  altération»  quoique  les  parties 
du  corps  puissent  tourner  autour  de  ce  centre  par 
Feffet  de  la  première  impulsion  qui  lui  a  été  donnée. 

31i.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités 

par  aucune  force ,  ou  si  la  résultante  des  forces  qui  les 

sollicitent  passe  constamment  par  ]e  centre  de  gravité 

(ce  qui  a  lieu  pour  les  corps  pesants) ,  les  équations  (2) 

se  réduisent  à 

/    d'x  d^jr\ 

_       /    ^z  itx\      ^ 

Elles  peuvent  s'écrire  : 


d  /   dx  dY\ 

dty  dt  dx) 

d  (    dz  dx\ 

d  (     dy  dz\     ^ 
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on  aura  donc ,  en  int^rant 

w  désirant  paru,  f^,  X  troi^  coMtante^ 

doc      d>y      db 
Reniarc[uoDsquem-^,  ^^t  ^-r  «ont  les  composaii-* 

tm  (MMNilIèlet  aux  aiias  des  quantités  de  HftDUtenmtfd»- 
tiiffsauiceQUre  d^  graKi^é  doiPt  ç]lM€[Me  partie  iMtérieUe 
en  ceffi»  eit  anime  à  la  fin,  ctu  t,«nrip»  t.  Si  L'oo  çoo- 
^ml  toQtea  oes  p^iie$  i^aAécielii^  sollicitées  par 
cbs  fbrc^  refff^sf^tée«^  par  cea  quantités  de  mou- 
yement,  et  si  Ton  voulait  composer  ces  foc^e^  ceniÇor- 
mémeiit  à  ce  qu'on  a  ^u  dans  l'article  lY,  on  trouverait 
les  premiers  membre»  des  équations  précédentes  pour 
^expression  des  couples  situés  daps  les  plans  des  xy^ 
des  xz ,  et  des  jrz ,  couples  qm  mesurent  Taction  des 
forces  dont  il  s'agit  »  pour  faire  tourner  le  corps  so- 
lide autour  des  axes  des  z  »  des  jr  et  des  x.  Ces  équa- 
tions indiquent  donc  que  les  m9Hi^Pts  de  ces  cpMpIes 
conservent  des  valeurs  constantes.  L^e  moment  du  couple 
résultant,  dont  notus^sepréseiiteroQ^la  v«ileur  par  :  ,  en 
posant 

conserve  donc  également  une  valeur  constante ,  aussi 
bien  que  les  angles  formés  par  Taxe  de  ce  couple  avec 
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respectivement 

315.  Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  corps  relative* 
ment  à  son  centre  de  gravité,  on  reconnaît ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  n*"  249 ,  que  le  déplacement  qui  a  lieu  dans 
chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt^  par  l'effet 
de  ce  mouvement  relatif,  peut  toujours  être  regardé 
comme  dû  à  la  rotation  du  corps  autour  d'une  certaine 
ligne  passant  par  lecentrede  gravité.  La  position  de  cette 
ligne  change  en  général  avec  le  temps ,  et  on  la  nomme , 
par  cette  raison ,  axé  instantané  de  r&iation  ^  ou  sim- 
plement axe  instantané.  L'axe  instantané  de  rotation 
tourne  lui-même  autour  du  centre  de  gravité,  et  prend 
diverses  inclinaisons  par  rapport  aux  plans  fixes  des 
coordonnées. 

Pour  nous  former  une  idée  plus  précise  du  mouvement 
du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité ,  supposons 
qu'à  un  certain  instant  Taxe  instantané  de  rotation  coïn- 
cide avec  l'axe  des  oc,  et  que  le  corps  tourne  autour  de  cet 
axe  avec  la  vitesse  angulaire  ^.  Soit  m  (fig.  34)  l'un  quel- 
ccmqu^  dés  points  matériels  du  corps  solide,  mq  ^  mp  et 
mn  sont  les  trois  coordtNanées  x^y^zàtce  point ,  et 
ma  sa  distance  r  à  Taxe  deé  x.  Il  se  meut  avec  la  vitesse 
i/r  suivant  un  arc  décrit  du  point  a ,  avec  k  rayon  ma 
ou  r,  dans  le  plan  nmp  perpendiculaire  à  Taxe  des  x. 
Gela  postt  »  considérons  la  quantité  de  mouvement  m^r 
dont  le  point  matériel  est  animée  qui  est  dirigée  suivant 
l'arc  dont  on  vient  de  parler ,  et  proposcms-nous  de  cora- 
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poser  toutes  les  quantités  de  mouvement  analogues  qui 
appartiennent  aux  divers  points  du  corps.  Bn  opérant 
conformément  à  ce  qu'on  a  tu  dans  Tartide  IV ,  nous 
décomposerons  d'abord  ces  quantités  de  mouvement  en 
d'autres  dirigées  suivant  les  axes  des  coordonnées  ;  et 
comme  la  quotité  de  mouvement  rm^r  donne  zéro  pour 

z 
sa  composante  dirigée  dans  le  sens  des  x ,  rm^r.-  ou  muz 

y 

pour  sa  composante  dan^  le  sens   desj^»  et  — mvr.^ 

ou  — mvz  pour  sa  composante  dans  le  sens  des  z ,  le 

résultat  de  la  composition  dont  il  s'agit  donnera  en 

premier  lieu 

0,     v&mz  ^    — v&my^ 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  àl'origine 
des  coordonnées  dans  le  sens  des  trois  axes.  Ces  résul- 
tantes sont  nulles  toutes  les  trois ,  puisque  cette  origine 
^t  ici  placée  dans  le  centre  de  gravité  du  corps.  On 
aura  en  second  lieu 

pour  les  moments  des  trois  couples  agissant  dans  les 
plans  des  xjy  des  xz  et  desj^^ ,  ou  dont  les  axes  sont 
respectivement  les  axes  des  z  j  des  y  et  des  x.  On  voit 
que  les  deux  premiers  de  ces  couples  seraient  nuls  dan& 
le  cas  particulier  où  l'axe  instantané  de  rotation  coïnci- 
derait avec  un  des  axes  principaux  du  corps  appartenant, 
à  son  centre  de  gravité. 

En  composant  ces  deux  premiers  couples  dont  oz  et 
oy  sont  les  axes ,  on  trouvera  un  couple  résultant  dont 
Faxe  sera  une  certaine  ligne  oF  tracée  dans  le  plan  d^ 
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yz ,  et  formant  avec  Taxe  des^  un  angle  Fqy  dont  la  tan-- 
gente  trigonométrique  est 

En  composant  ensuite  ce  couple  résultant  avec  le  troi- 
sièmcf  couple  dont  le  moment  est  i^.Sm(^"+x'),  ou 
i/.Smr*,  et  dont  ox  est  Taxe,  on  trouvera  le  couple 
résultant  total,  dont  l'axe  sera  une  droite  oG  diri- 
gée dans  le  plan  des  lignes  oE  et  ox.  Ce  couple  ré- 
sutant  total  n'est  autre  chose  que  celui  dont  nous  avons 
désigné ,  dans  le  n**  précédent ,  le  moment  par  z ,  et  dont 
la  grandeur  et  la  direction  demeurent  nécessairement 
constantes  pendant  toute  ta  durée  du  mouvement  du 
corps. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  représente 
par  6  l'angle  compris  à  un  instant  donné  entre  l'axe  oG 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  dont 
les  parties  du  corps  sont  animées  et  l'axe  instantané  de 
rotation  ox  yV  l'on  aura 

2.cos.0=<^,S.iiir', 

pour  le  moment  du  couple  composant  dont  Taxe  coïn^ 
cide  avec  l'axe  instantané  de  rotation  ;  moment  qui  est 
égal ,  comme  on  le  voit ,  au  produit  de  la  vitesse  angu- 
laire par  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rapport 
à  cet  axe  instantané. 
2»  Ton  aura 

^.siD.9=r  i^K  (S.wa:z)*+  (S.mo^)', 

pour  le  moment  du  couple  composant  dont  l'axe  oF  est 
dirigé  perpendiculairement  à  l'axe  instantané  ox,  et 
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dans  le  plan  passant  p^r  cet  axe  et  par  Taxe  oG  du 
couple  résultant. 

316.  Considérons  maintenaot  les  forces  centrifuges 
dont  sont  animées  les  parties  du  corps  9  et  qui  tendent 
en  général ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les 
n^  282  et  suivants ,  à  déplacer  Taxe  instantané  de  rota- 
tion. La  force  centrifuge  mu'r  agissant  sur  le  point  m 
est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  am ,  et  Ton 
verra ,  comme  dans  le  n®  282 ,  qu'elle  donne  dans  le  sens 
de  Taxe  des  x  une  composante  nulle ,  dans  le  sens  de 

Faxe  à%%j  la  conposanlc  nw>,  -  ou  m%^y^  et  ckuu  le 

sens  de  Taxe  des  z  la  composante  mi^V.  -  ou  ms/'z.  En 

composant    toutes  les  forces  centrifuges    appartenant 
aux  divers  points  matérids  »  nous  aurons  d'abord 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  à  l'origine 
des  coordonnées  dans  te  sens  des  trois  axes ,  résultantes 
dont  les  valeurs  sont  nulles.  Nous  trouverons  ensuite 
— v*^mxy ,     %^S,mxz  ,     0 , 

pour  les  moments  des  trois  couples  dont  les  axes  sont 
respectivement  les  axes  des  z,  des^  et  des  x. 

En  composant  les  deux  premiers  couples,  on  aura 
donc  le  coaple  résultant  total  provenant  des  forces  cen- 
trifuges, et  l'on  trouvera  pour  Taxe  de  ce  couple  une 
certaine  ligne  oH  dirigée  dans  le  plan  desyz,  et  for- 
mant avec  Taxe  des  j  un  angle  Hoy  dont  la  tangente 
irigonométrique  est 


S,mxy' 
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d'où  l'on  conctnt ,  en  rapprochant  cç  rcàuhat  de  ce  que 
Von  vient  de  voir  dans  le  numéro  précédent ,  1^  que  k 
couple  résultant  donné  par  les  forces  centrifuges  a  pour 
axe  une  ligne  perpendiculaire  au  plan  passant  par  Taxe 
instantané  de  rotation  ox,  et  par  l'axe  oG  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement  dont  lea  parties 
du  corpa  sont  animées;  ou,  si  Ton  veut,  que  le  couple 
résultant ,  donné  par  les  forces  centrifuges,  agit  toujours 
dans  le  p^in  passant  par  ce&  deux  axes  or  ot  oG. 

2"*  Que  le  moment  de  ce  coupAe  résultant  des  actions 
d^  fbroe»  centrifttges^  est  exprii^é  jwur 

Mouvement  d'un  corps  solide  Ubno  dam  l'espace 
prodmt  par  tmei  impmlsion. 

317.  Concevons  un  corps  solide  immobile,  entière- 
ment libre  dans  l'espace ,  et  admettons  qu'il  reçoive 
instantanément  une  impulsion  dont  Teff et,  conformé- 
ment aux  notions  rappelées  dans  le  n*  306,  peut  tou- 
jours être  représenté  en  admettant  qu'une  certaine 
quantité  de  mouvement  a  été  imprimée  en  un  point  du 
corps ,  suivant  une  direction  donnée.  H  s'agit  de  dé- 
terminer le  mouvement  que  prendra  le  corps  par  leffet 
de  cette  impulsion  ;  et  l'on  y  parviendra  toujours  en 
se  rappelant ,  d'après  le  n^  258 ,  que  ks  quantités 
de  mouvement  acquises  par  les  diverses  parties  do 
corp$,  et  la  quantité  de  mouvement  qui  lui  a  été  im- 
primée, prise  en  sens  contraire,  doivent  se  foire  ré- 
ciproquement équilibre. 

Le  corps  étant  considéré  dans  la  position  qu  il  occupe 
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à  TifistaDt  où  Timpulsion  est  donnée ,  et  les  axes  des 
x^y-yZ  passant  par  son  centre  de  gravité ,  désignons  par 

m      la  masse  de  la  partie  matérielle  du  corps  solide 
qui  est  placée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x^y^z; 
Ui,V,, W,  les  vitesses  absolues  du  centre  de  gravité  du 
corps ,  qui  ont  lieu  par  l'effet  de  l'impulsion  , 
dans  le  sens  des  x,  des  j^  et  des  z  ; 
U,+U,  V,+V,  W,+W  les  vitesses  absolues  de  la  par- 
tie matérielle  placée  au  point  dont  les  coor- 
données  sont  x.jr,z,  vitesses  également  pro- 
duites dans  les  mêmes  sens  par  l'effet  de  l'im- 
pulsion» en  sorte  que  U,V,W  représenteront 
celles  qui  sont  dues  au  mouvement  du  corps 
autour  de  son  centre  de  gravité  regardé  comme 
un  point  fixe  ; 
^       la  quantité  de   mouvement  imprimée  par  la 
force  qui  produit  l'impulsion  ; 
^yn,K    les  coordonnées  du  point  du  corps  où    cette 

force  est  appliquée  ; 
ocy^,y    les  angles  formés  par  sa  direction  avec  les  axes 

des  Xy  des  j^  et  des  z; 
*^,?,tT  les  plus   courtes  distances  de  cette  direction 
aux  mêmes  axes. 

Mous  aurons  d'abord  pour  exprimer  les  conditions 
de  Téquilibre  des  quantités  de  mouvement  qui  doivent 
se  détruire  sur  le  corps  solide ,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  dans  l'article  XIV,  les  équations  de  l'équilibre  de 
translation 

S.W(U,4-U)=:4k50S.a,  S.Wl(V.+V)*cos.€,  S.m(W.-|-W)=:4k50S.7. 


Digitized  by 


Google 


Mais  y  par  la  nature  du  centre  de  gravité  ,  on  a  toujours 
S,mxt=:Oj  S.myzrîO,  S.mzcsO;  par  conséquent 

dt      ^  dt         ^  dt 

Donc  les  termes  S. mlJ,  S.mV,  S.mW  disparaissent  des 
équations  précédentes,  lesquelles,  en  nommant  M  la 
masse  entière  du  corps ,  se  réduisent  à 

MU,=*cos.a  ,    MV,=*cos.o  ,    MW,=i=$cos.7. 

Ces  équations  déterminent  les  vitesses  que  Timpul- 
sion  imprime  au  centre  de  gravité  du  corps ,  et  l'on 
voit  que  ce  centre  de  gravité  prendra  toujours ,  par  l'ef- 
fet d'une  impulsion  quelconque ,  le  mouvement  qui 
aurait  lieu  si  la  masse  entière  du  corps  était  con- 
centrée en  ce  point,  et  si  l'impulsion  y  était  appliquée. 

318.  En  second  lieu,  les  équations  de  l'équilibre  de 
rotation  seront 

S.m[r(U.+U)  — x(V.+V)]=:$.(rsin.7, 
S.i»[a:(W,+W)  — z  (U.+U)]=*.psin.Ç , 
S./w[z(V.+V)    — ^(W.+W)]=<ï».^sin.a, 

qui  se  réduisent ,  en  supprimant  les  termes  nuls ,  à 

S.m(^XJ— j:V)=<ï>.(xsin.7 
S*m(j7W— 2U)  =  <I».psiij.6 
S.iw(zV — •^W)  =  <^.^8in.a. 

Pour  connaître  facilement  au  moyen  de  ces  équations 
le  mouvement  que  prendra  le  corps  solide  autour  de  son 
centre  de  gravité  par  l'effet  de  l'impulsion ,  nous  rap- 
pellerons que  ce  mouvement  consistera  toujours  en  une 
rotation  autour  d'une  certaine  droite  passant  par 
ce  centre,  ou  en  trois  rotations  passant  autour  des  trois 
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axes  rectangulaires.  Soient  cloDC  P,Q,Ries  trois  vitesses 
angulaires  que  doit  prendre  le  corps  solide  autour  des  j^^ 
des  /et  des  z  l'effet  de  l'impulsion.  On  aura,  d'après 
les  relations  m  du  n®  249 , 

V  =  zP— xR, 
W=a:Q— jrP. 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, il  viendra      -  j 

S.m[(a:'+z')Q— a:^P— ^2R]=o.psin.6 , 
S.m[(^*-f-z*)P  —  xzP-^xyQ]  =r*.^sin  .a , 

équations  par  lesquelles  les  vitesses  P,Q,R  sont  déter- 
minées. 

319.  On  leur  donnera  uue  forme  plus  simple  si  l'on 
prend  pour  les  axes  des  coordonnées  x,j-yZ^  dont  la  po- 
sition est  tout  à  fait  arbitraire ,  les  trois  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  da  corps  solide. 
On  aura  alors  S,mxjr=0,  S.mxz=0  et  S»iwyx=0  ;  et  en 
représentant»  comme  dans  les  n®'  287  et  suivants ,  par 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux ,  il  viendra 
simplement 

CR=*.asin.7,       d'où     r-_  ^•^**"  "^ 


BQ=4».psin.ê,  0= 


C       ' 

<I>.f>sin.6 


AP=*.«^sin.a,  P= 


B      ' 

4>.'vsin.a 


A 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  ti^ois  vitesses  anga- 
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laii^  P,Q,R  répondent  à  une  vitesse  angulaire  u  dont 
la  valeur  e^t 


et  qui  a  lieu  autour  d'une  ligne  formant  avec  les  axes 
des  X ,  desj^  et  des  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
respeclivement 

le  mouvement  imprimé  au  corps  par  une  impulsion 
quelconque  est  donc  entièrement  déterminé. 

320.  Si  la  direction  de  Timpulsion  passait  par  le  centre 
de  gravité  du  corps ,  on  aurait  ^z=:0,  p=0,  a=0,  et  par 
conséquent  les  trois  vitesses  angulaires  seraient  nulles. 
Donc  le  corps  ne  tournerait  pas  alors  autour  de  son 
centre  de  gravité  ;  Tefiet  de  l'impulsion  se  réduirait  à 
imprimer  une  vitesse  ace  centre,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  n"  317. 

321.  Si  la  direction  de  l'impulsion  était  contenue  dans 
un  des  plans  des  coordonnées ,  par  exemple  dans  le  plan 
des  yz,  en  sorte  qu'elle  rencontrât  les  deux  axes  prin- 
cipaux du  corps,  qui  coïncident  avec  les  axes  des  y  et 
des  z  y  on  aurait 

R=0,  Q=0,  P=— . 

Le  corps  prendrait  autour  de  Taxe  des  x ,  c'est-à-dire 
autour  du  troisième  aice  principal,  la  vitesse  angulaire 

— ^.  Ainsi  lorsqu'un  corps  reçoit  une  impulsion ,  il  com- 

mence  à  tourner  autour  d'un  des  axes  principaux  pas- 
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sant  par  son  centre  de  gravité  toutes  les  fois  qiie  celte 
impulsion  est  dirigée  dans  le  plan  qui  contient  les  deux 
autres  «axes  principaux  passant  par  ce  même  centre. 

322.  Quant  au  mouvement  du  corps  solide  qui  a  lieu 
après  l'instant  où  il  a  reçu  l'impulsion  ,  ce  mouvement 
dépend  des  équations  différentielles  données  n®  âl2»  et 
s'efTectuera  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  nu- 
méro et  les  suivants.  Nous  pouvons  d'ailleurs,  avec 
M.  Poinsot ,  donner  une  image  sensible  de  la  nature  du 
mouvement  dont  il  s'agit. 

Remarquons  que  d'après  les  premières  équations  du 
n®  318,  et  à  l'origine  du  mouvement ,  les  moments  des 
couples  formés  par  les  quantités  de  mouvement  des 
parties  du  corp ,  moments  dont  les  axes  coïncident 
avec  ceux  des  x^y,  z  y  doivent  être  respectivement  égaux 
aux  moments  des  quantités  de  mouvement  imprimées 
par  la  force  qui  produit  Timpulsion,  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axes.  De  plus ,  d'après  le  n®  31&> ,  si  l'on  compose 
à  un  instant  quelconque  les  quantités  de  mouvement 
des  parties  du  corps,  on  doit  retrouver  autour  de 
chaque  axe  les  couples  dont  les  moments  ont  été  désignés 
par  les  constantes  >,p,v,  donnant  un  couple  résultant 
total  constant  en  grandeur  et  en  direction  ,  dont  le  mo- 
ment a  été  désigné  par  2.  Nous  avons  donc  ici  y  pour  la 
détermination  des  constantes  X,fA,v, 

>=:<^.'5rsin.a,  p=<&.psin.6,   ..=  «ji<Tsin.7, 
doii 

et  par  conséquent,  d'après  les  résultats  du  n^  319 
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îi=AP,    fA=BQ^    v=:CR, 

tloù 

P^Q^R  étant  les  trois  vitesses  angulaires  initiales.  On 
conclut  de  là  que  l'axe  du  couple  résultant  total  z,  dont 
la  direction  doit  demeurer  invariable,  forme  avec  les 
axes  des  or,  des j- et  des^,  qui  coïncident  ici  avec  les 
axes  principaux  du  corps  passant  par  son  centre  de  gra- 
vité au  premier  instant  du  mouvement,  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

AP     BQ     CR 

tandis  que  l^axe  instantané  de  rotation ,  autour  duquel 
le  corps  commence  à  tourner,  forme  avec  les  mêmes 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 

L     ^      — 

i>  étant  (  comme  dans  le  n®  319  )  la  vitesse  angulaire  ini- 
tiale résultante  des  trois  vitesses  angulaires  P,Q,R. 

Gela  posé,  considérons  Tellipsoïde  appelé  par  Mi  Poin- 
sot  ellipsoïde  central  y  dont  les  axes  rectangulaires 
coïncident  avec  les  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité  du  corps  solide ,  et  dont  cliaque 
rayon  vecteur  a  une  valeur  égale  à  Tunité  divisée  par 
la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  du  corps  pris  par 
rapport  à  ce  rayon.  L'équation  de  cet  ellipsoïde  étant , 
comme  on  la  vu  n® 287, 

la  normale  menée  au  point  de  la  surface  dont  les  coor- 
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données  sont  X{f^%.  form#  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

V/A':t«+By4(^'  V/A*a^+B*y+C»2»'  VÂ^Î^^^ 

i)onc  si  noMS  prenons  J?,/,^  pour  représenter  les  vitesses 
angulaires  initiales  P»QfR,  et  par  qquséquenjt  le  rayop 
vecteur  au  poipt  de  la  §urface  de  l'ellipsoïde  ce^r 
tral  déterp^iné  par  ces  coordonnées  pom*  représenter  çp 
grandeur  la  vitesse  angulaire  imtiale  v,  et  en  direction 
Taxe  de  rotation  sur  lec^uel  le  corps  tourne  au  premier 
instant,  la  normale  menée  à  la  surface  de  Tellipsoïde  en 
ce  point  représentera  l'axe  du  couple  du  résultant  z  des 
quantités  de  mouvement  de  toutes  les  parties  maté- 
rielles du  corps  solide. 

D'après  cela ,  concevant  l'ellipsoïde  central  contruit , 
il  est  aisé  de  détermiiier  le  inouvement  initial  du  corps 
solide  résultant  d'une  impulsion  donnée.  Car  menant 
l'axe  oG  (fig.  35)  du  couple  %  dont  le  moment  est  égal 
au  momeAt  de  cette  impulsion  ^  on  cherchera  le  point  A{ 
de  la  surface  de  Vellipsoïde  central  ou  la  normale  est 
parallèle  à  oG  ;  et  le  rayon  vecteur  oM  dirigé  du  centre 
de  gravité  du  corps  à  ce  point  sera  Tai^e  instantané  df 
rotation  au  premier  instant*  De  plus,  si  l'on  désigne, 
comme  ci>dessus ,,  par  0  l'apgle  GoM  couipris  entre  Taiçe 
oG  du  cQuple  %  et  l'axe  de  rotation  initiale  ûM,  op.aurf^ 
pour  déterminer  la  vitesse  angulaire  initiale  \f  autour 
de  cet  axe  l'équation 

i'.S.iiir*;;=2COs.  9, 

S.mr*  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rap* 
port  à  Taxe  oM . 
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Nous  sttppèaérûns  ici  qiie  ion  ait  coupé  la  surfade 
àe  Tellipsoîde  central  par  le  plaa  des  deux  aies  oG  et 
^M  anivant  la  courbe  GMP;  et  que  Ton  ait  meue  par 
le  centre  de  cet  ellipsoïde  un  plan  perpendioulaire  à 
l'axe  oG  du  couple  d'impulstcm ,  ou  parallèle  au  plan 
qui  touche  la  surface  au  point  M.  Ge  derai^  plan  iféra 
perpendiculaire  au  premier,  qu'il  rencontres^  suiraiit 
la  ligne  <>P  ;  il  coupera  la  surface  de  T^ipsoïde  suivaiit 
la  courbe  PHN ,  et  le  diamètre  oP  seta  conjugué  au 
diamètre  oM  dans  Fellipae  GMP. 

333*  Il  reste  maintenant  à  connaître  le  mouTetàent 
a^ectë  par  le  corps  après  le  premier  instant.  Obser- 
trei^s  <tuey  d'après  ce  qu'on  a  vu  n"^  316,  l'axe  du  couple 
résultant  des  actions  dues  aux  forces  centrifuges  derânt 
être  perpendiculaire  au  plan  des  deux  axes  oG  et  oM , 
sera  ici  une  ligne  oH  tracée  dans  le  plan  de  la  Section 
PHN  perpendiculairement  à  69.  Et  si  l'on  veut  con- 
naître l'axe  instantané  sur  lequel  ces  farces  centrifuges 
tendent  à  faire  tourner  le  corps  solide,  on  devra,  confdr- 
mément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précédent, 
chercher  le  point  de  la  surface  del'ellipsc^tdé  central  où 
la  normale  serait  paraUèle  à  Taxe  oH  ,  point  qui  n'est 
4itttre  ^ue  l'extrémité  N  du  diamètre  6S  con)ugué  au  dia- 
«dètre  oP  dans  Tellipse  PHN.  Le  troisième  diamètre  oN 
conjugué  dané  FeHipsoïde  central  à  l'axe  instantané  de 
rotation  aM ,  et  à  la  projection  oP  de  cet  axe  instantané 
«urle  plan  du  couple  d'impulsion,  est  donc  Taxe  sur 
}et[uel  les  forcés  centrifuges  tendent  à  faire  tourner  le 
corps  solide.  Or,  pour  connàttre  la  positioïi  du  corps  au 
second  instant  de  son  mouvement ,  on  doit  composer  sa 
vitesse  de  rotation  actuelle  ^,   qui  a  lieu  autour  de 
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Taxe  oM ,  arec  la  Titesse  de  rotation  infiniment  petite 
que  les  forces  centrifuges  impriment  dans  l'élément  du 
temps  autour  de  Taxe  oN.  Prenant  donc  oM  pour  re^ 
{MÀenter  la  Titesse  i^  ;  puis  sur  la  ligne  oN,  à  partir  du 
point  o  i  une  ligne  infiniment  petite  qui  représentera  la 
▼itesse  impriméepar  les  forces  centrifuges,  on  achèrera 
le  parallélogramme.  La  diagonale  représentera  en  gran- 
deur la  vitesse  angulaire  que  prendra  le  corps  au  second 
instant ,  et  tléterminera  la  direction  de  l'axe  instantané 
autour  duquel  ce  corps  tournera. 

Mais  puisque  oN  est  parallèle  au  plan  tangent  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde  -passant  par  le  point  M,  l'extré- 
mité de  cette  diagonale  se  trourera  dans  ce  plan.  Or 
d'une  part  le  plan  tangent  dont  il  s'agit  ne  doit  pas 
cesser  de  représenter  le  plan  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  dont  sont  animées  toutes  lés 
parties  du  corps,  qui  doit  conserver  constamment  une 
position  fixe;  et  d  autre  part  l'axe  instantané  de  rotation 
doit  toujours  coïncider  avec  le  rayon  vecteur  mené  au 
point  où  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  serait  touchée 
par  ce  même  plan.  D'ailleurs  ou  passera  toujours  du 
mouvement  du  corps  à  un  instant  donné  au  mouvement 
qui  aura  lieu  dans  l'instant  suivant ,  d'une  manière  cou- 
forme  à  ce  qui  vient  d'être  indiqué.  Donc  on  peut  se 
représenter  le  mouvement  du  corps  solide,  libre  autour 
de  son  centre  de  gra  vite,  en  admettant  que  ce  centre  étant 
fixe  dans  l'espace,  aussi  bien  que  le  plan  tangent  mené 
à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  parallèlement  au  plan 
du  couple  donné  par  la  force  d'impulsion,  cet  ellipsoïde 
eentral  roulé  sans  glisser  sur  le  plan  langent.  Le  rayon 
vecteur  mené  au  point  de  contact  de  1  ellipsoïde  et  du 
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plan ,  est  l'axe  instantané  de  rotation  :  la  vitesse  angu-^ 
laire  est  proportionnelle  à  la  longueur  de  ce  rayon. 

Si  le  plan  du  couple  d'impulsion  est  perpendiculaire 
à  Fun  des  axes  principaux  du  corps  passant  par  son 
centre  de  gravité ,  c'est-à-dire  à  l'un  des  axes  rectan- 
gulaires de  l'ellipsoïde  central ,  la  vitesse  imprimée  par 
les  forces  centrifuges  est  nulle.  L'ellipsoïde  central  ne 
subit  aucun  déplacement,  et  le  corps  continue  à  tourner 
autour  de  Taxe  principal  dont  il  s'agit  avec  une  vitesse 
angulaire  constante,  conformément  à  ce  <ju'on  a  vu 
n*  321. 

XX JI.  Propriétés  gévérai«es  du  mouvement  d'un  ststèmi 
DE  corps. 

32(k.  L'équation  obtenue  dans  les  n^  255  et  suivants, 

exprime  d'une  manière  générale  les  lois  du  mouvement 
d'un  système  quelconque  de  points  matériels.  On  doit 
concevoir,  pour  la  solution  de  chaque  question  particu- 
lière, qu'à  cette  équation  sont  réunies  les  équations  de 
condition  qui  définissent  la  nature  du  système.  Mais 
quels  que  soient  les  systèmes  que  l'on  considère ,  les 
mouvements  qu'ils  afiectent  ofirent  plusieurs  propriétés 
générales  dont  l'étude  est  importante ,  et  qui  peuvei\t 
être  déduites  facilement  de  l'équation  dont  il  s'agit, 
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325.  Dans  cette  équation,  x y  y^  z  représentent  les 
coordonnées  du  lieu  où  se  trouve  à  la  fin  du  temps  t  le 
point  matériel  dont  la  masse  est  m,  ces  coordonnées 
étant  comptées  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes.  Dési- 
gnons maintenant  par  J?, ,  /, ,  z^  les  coordonnées  à  la  fin 
du  temps  %  du  centre  de  gravité  de  tous  les  points  ma- 
tériels du  système  comptées  sur  les  mêmes  axes;  et 
par  Ç ,  y] ,  ç  les  coordonnées  du  lieu  où  se  trouve  à  la 
fin  du  temps  t  le  point  du  système  dont  la  massç  est  m, 
ces  dernières  coordonnées  étant  comptées  à  partir  du 
centre  de  gravité  sur  des  axes  rectangulaires  mobiles 
parallèles  aux  premiers.  On  devra  donc  substituer  dans 
l'équation  précédente  JP,+Ç,  X"!"'^'  ^i+Ç  à  1^  place  de 
0? ,  y,  je  ,  ce  qui  donnera  ' 

Mais  d après  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  oii 
aura  toujours 

S.mÇ=0,     S.w»i=0,     S./»Ç=Oî 
par  conséquent 

S.r«g=0,     S.».g=0,    S.«g«0, 

et 

S.m5Ç=0,     S./iî^>]=0,     S.m^Ç=0. 

L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

=  S[X(*j:.+^Ç)+Y(*r.+*')+Z(^«.+*ï)]- 
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Cela  posé ,  si  le  système  est  entièrement  libre ,  ou  peut 
se  déplacer  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  les 
équations  exprimant  la  nature  du  système  n'indique- 
ront alors  que  les  conditions  d'après  lesquelles  les  divers 
points  matériels  se  meuvent  les  uns  par  rapport  aux  au- 
tres, et  ne  contiendront  que  les  coordonnées  S^  i,  ^  par 
lesquelles  les  positions  relatives  de  ces  points  sont  dé- 
terminées, et  non  pas  les  coordonnées  x^^y^^z^,  qui  dé- 
pendent de  la  position  absolue  du  système  dans  l'es- 
pace. Donc  les  variations  to, ,  iy, ,  $z^ ,  doivent  alors  être 
regardées  comme  entièrement  arbitraires  ;  et  par  coo^ 
séqueut  il  est  nécessaire ,  pour  que  Féquàtion  précé- 
dente soit  toujours  satisfaite,  que  l'on  ait  les  équations 
distinctes 

par  lesquelles  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  dé- 
terminé. 

Les  termes  S.X,  S.Y,  S.Z  de  ces  équations  sont  uni« 
quement  donnés  par  les  forces  extérieures ,  et  les  actions 
mutuelles  qui  seraient  dues  aux  contractions  ou  exta- 
sions supportées  par  les  parties  du  système  ,  ou  à  dea 
forces  d'attraction  nu  de  répulsion  que  l'on  suppose- 
rait exister  entre  les  points  matériels,  n'y  entrent  point; 
puisque  les  actions  intérieures  qui  consistent  toujours 
dans  des  forces  égales  une  à  une,  et  directement  oppo- 
sées, étant  transportées  au  centre  de  gravité,  auront  né- 
cessairement une  résultante  nulle.  On  conclût  donc  de 
ce  qui  précède  qu'un  système  quelconque  entièrement 
libre  se  meut  toujours  de  telle  miinière  que  le  mou-^ 
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vement  du  centre  de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu 
si  toutes  les  masses  étaient  réunies  dans  ce  point,  et  si 
toutes  les  forces  extérieures  y  étaient  appliquées  cha- 
cune suivant  sa  direction. 

On  remarquera  d'ailleurs  qu'après  avoir  égalé  séparé- 
ment à  zéro  les  termes  affectés  des  variations ^x,,  ^,,  $z,y 
il  reste  l'équation 

S.m(^  *ç+ J  *.+  Jî*:)=S(X«ç+YA,+Z*;) , 

par  laquelle  sont  réglés  les  mouvements  des  points  du 
système  relativement  à  leur  centre  de  gravité. 

326.  Le  système  étant  toujours  supposé  libre,  admet- 
tons qu'il  ne  soit  soumis  à  l'action  d'aucune  force  exté- 
rieure, et  que  son  mouvement  soit  uniquement  du  à 
des  vitesses  initiales  imprimées  aux  points  matériels. 
Le  second  membre  de  Téquation  étant  alors  nul ,  elle  se 
réduit  à 

et  l'on  a  en  premier  lieu  ,  comme  ci-dessus ,  les  trois 
équations 

d^jc  d^Y  d^z 

qui  donnent  en  les  intégrant  par  rapport  au  temps, 

^S.m=A,  ^•S.m=B,  ^'S.m=C, 
dt  ^   dt  dt 

Aj'  B,  G  désignant  des  constantes.  Ainsi  dans  le  cas  dont 
\\  s'agit,  quels  que  soientles  mouvements  relatifs  des  par-» 
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ties  du  système ,  le  centre  de  grayité  décrit  une  ligne 
droite  d'iin  mouvement  uniforme. 

Sâ7.  Considérons  d'ailleurs  les  quantités  de  mouve-* 
ment  absolues  des  points  matériels  du  système  qui  ont 
lieu  à  la  fin  du  temps  t ,  et  dont  les  composantes  dans  le 
sens  de  chaque  axe  sont  représentées  pour  le  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m ,  par 

dx        dy        dz 
lit  "*"  ~* 

ou  bien  par 


dt^       dt  ^      dt' 


dx.+di     _dx,+dn     ^dzr\^ 

w. ; .  m — ,  m r . 

dt      '  dt      ^  dt 

Les  sommes  de  ces  composantes  sont  donc  respectivement 
dans  le  sens  des  x,  des  j^  et  des  z 

dx,-\-d\  dy^-^dn  dz.-^di; 

Mais  d'après  la  remarque  faite  dans  le  n«  325  on  a  ton-* 

jours 

ry      dE      ^     „      dn  r^      d^      ^ 

S.m^=0,  S.m'~=a,   S,m~=;=0. 

dt  dt        '  dt 

Donc  les  expressions  des  sommes  dont  il  s'agit  se  réduis 
sent  aux  quantités 

àx  djr,  dz 

dt  ^    dt  ^  dt  ^ 

qui  d'après  le  jx^  précédent  conservent  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement  les  valeurs  constantes  qui  ont  été 
désignées  par  A>  B,  G. 

On  conclut  de  cette  dernière  considération  que  si  Ton 
entreprenait  de  composer  à  un  instant  quelconque  les 


Digitized  by 


Google 


—  33o  — 

quanti  lés  de  mouvement  dont  «ont  animés  tous  les 
points  matériels  du  système,  eonformément  à  la  mé- 
thode expliquée  dans  les  n"**  &(^  et  suivants»  <m  trou- 
verait toujours  que  ces  quantités  de  mouvement  étant 
transportées  àJ'origine  des  coordonnées  «t  décomposées 
suivant  les  trois  axes  donneraient  des  résultantes  par-^ 
tielles  invariables,  dont  les  constantes  A,  B,  C  repté^ 
sentent  les  valeurs  ;  et  par  conséquent  que  la  résultante 
appliquée  à  l'origine  des  coordonnées  serait  également  in-t 
variable  en  grandeur  et  en  direction. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précèrie  1<>  que  le  centre  de 
gravité  du  système  de  meut  constamment  en  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniforme  ;  2^  que  si  l'on  prend 
à  un  instant  quelconque  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  points  matériels,  on  trouvera 
toujours  que  la  direction  de  cette  résultante  coïncide 
avec  la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  et  que  sa 
valeur  est  égale  à  la  somoàe  des  masses  du  système  multi-* 
pliée  par  la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

Les  propositions  qui  viennent  d'être  énoncées  éta- 
blissent le  principe  de  la  conservation  du  mouv^ement 
de  centre  de  grai^ité.  Ce  principe  convient  à  tout  sys- 
tème libre,  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
extérieure.  Les  propositions  dont  il  s  agit  sont  d'aile 
leurs  absolument  indépendantes  des  actions  intérieures 
qui  peuvent  exister  entre  les  points  matériels;  elles 
subsistent  également  lorsque  ces  points  sont  réunis  par 
des  verges  et  des  fils  inextensibles,  par  des  liens  élas- 
tiques, ou  lorsqu'il  existe  seulement  entre  eux  des 
forces  attractives  ou  répulsives,  ou  quand  ils  sont  ab- 
solument sans  action  les  uns  sur  les  autres.  Enfin  ellfs 
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conyiennent  même  aux  cas  où  il  survient  entre  leè 
parties  du  système ,  des  chocs ,  par  l'effet  desquels 
les  vitesses  des  points  mfttétiels  sont  re^çardées  comme 
subissant  instântanériient  <les  changements  finis;  puis- 
que ceâ  changements  sont  causés  par  des  actions  inté«- 
rieures  exercées  entre  les  parties  du  système». 

326.  Si,  au  lieu  de  considérer  un  mouvement  con- 
tinu dû  a  l'action  permanente  de  forces  accélératrices» 
on  voulait  connaître  l'effet  de  plusieurs  impulsions 
données  instantanément  aux  diters  points  dii  système, 
oo  remarquerait,  d'après  le noâSS,  que  les  mouvements 
pris  par  ces  points  sont  assujettis  à  la  condition  que  les 
quantités  de  mouvement  perdues  se  fassent  équilibre 
sur  le  système.  Désignant  par  «  la  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  point  du  système  dont  la  masse  est 
m ,  et  par  a  »  6,  7  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x, 
des  y  et  des  z  par  la  direction  de  la  force  qui  imprime 
cette  quantité  de  mouvement,  les  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  ce  point  dans  le  sens  de  chaque 
^xe  seront  respectivement 

dx  dy  dz 

<l>cos.a — m—=-  ,  <I>cos.6 — m  -— ,  «tcos.y — /n—-  ; 
at  dt  ai 

et  par  conséquent  la  condition  de  Téquilibre  des  quan* 
tités  de  mouvement  perdues  par  toutes  les  parties  dn 
système  $era  exprimée  par  l'équation 

_     /dx  dy  dz      \ 

PJn(  ^àr-f-^  ^-H  -j^z  j==S.^(a'ar.co$.«H-5j^.cos.S4-^».<^os.y). 

Il  est  aisé  d'en  conclure ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n**  325, 
que  l'on  doit  avoir  les  trois  équations 
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dx  dy  it% 

-T^S.mssS.^cos.a,  -j-'S.mssS.^cos.C ,  -~S.m=S.^cos.7; 
ai  di  ai 

d'où  il  suit  que  le  centre  de  graTité  prend  la  vitesse 
qui  aurait  lieu  si  toute  la  masse  du  système  était  con- 
centrée dans  ce  point ,  et  si  toutes  les  impulsions  j 
étaient  appliquées. 

Il  restera  de  plus ,  après  avoir  posé  les  trois  équations 
précédentes,  l'équation 

/dE  du  de     \ 

^H  5  ^"^  SJ^^  +  T  ^  )=S.*(^oo8.oH-fcco».«-H;co».7), 

d^ 
à  laquelle  doivent  satisfaire  les  vitesses  relatives  -r  > 

dn    dJ^ 

2"  9  -j-  imprimées  aux  points  du  système  par  rapport 

au  centre  de  gravité. 

Mouvement  de  rotation.  Principe  des  aires. 
329.  Reprenons  Téquation  générale  citée  n*"  32<k  : 

dans  laquelle  x^y^  z  représentent  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  du  système  dont  la  masse  est  m , 
mesurées  à  la  fin  du  temps  t  y  k  partir  d'une  origine  fixe. 
On  peut  attribuer  aux  variations  9x,  9jr,  9z  toutes  les 
valeurs  possibles  compatibles  avec  les  conditions  de  la 
liaison  des  parties  du  système.  Supposons  que  ce  système 
se  meuve  librement  dans  l'espace  ;  quel  qu'il  soit ,  on  ne 
violera  jamais  les  conditions  dont  il  s'agit  en  admettant 
qu'il  tourne»  sans  changer  sa  figure  actuelle ,  autour 
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d'un  point  fixe  quelconque.  Supposant  donc  les  valeurs 
de  9x^  fyf  9z  données  par  un  mouyement  de  cette  nature , 
prenant  l'origine  des  coordonnées  pour  le  point  fixe  de 
rotation ,  et  désignant  par  ^cp ,  ^m  »  ^  les  angles  infini- 
ment petits  décrits  respectivement  autour  des  axes  des  x , 
des  y  et  des  z ,  on  aura ,  comme  on  l'a  vu  n*  2ih9 , 

£n  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  précé- 
dente, et  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  affectés 
des  variations  ^,  J«»y  ^  dont  les  valeurs  sont  communes 
k  tous  les  points  du  système  et  entièrement  arbitraires , 
on  trouvera  les  équations 

Et  si  l'on  observe  que  yd^x — xdy,  xttz — zd^x^ 
zd^^yitz  sont  respectivement  les  différentielles  des 
quantités  j'^Jx — xdy  ^  xdz — zdx^  zdy^-ydz^  on  voit 
que  ces  équations  peuvent  s'écrire 

Les  termes  des  seconds  membres  représentent  les  mo- 
ments des  forces  appliquées  aux  points  du  système  pris 
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ireâpeciivcment  par  rap(>drt  »«tx  ^te$  des  z^  4/9ë  jr  et 

à^x.  Lm  termes  du  premier  membre  repféseateat  lès 

coefficients  différentiels ,  pris  par  rapport  au  temps  «  d«s 

mom^its  relatifs   aux  naémes  axes  des  quantité  de 

djç       dy       d^ 
mouvement  'w— ,  m—  ,  m—,  dont  les  points  du  système 

sont  animés  à  la  fin  du  temps  t ,  dans  le  sens  de&  coor- 
données Xy  y^  z.  Nous  remarquerons  encore,  comme 
dans  len*"  S2& ,  que  les  forces  provenant  des  actions  inté^ 
rieures  qni  s'exercent  entre  les  différents  points  du  sys- 
tème n'entrent  pas  dans  les  seconds  membres  des  équa-> 
tiens  précédentes^  où  elles  ne  dotmeraient  que  des 
termes  qui  se  détruiraient  réciproquement. 

S30.  Considérons  les  cas  où  les  seconds  membres  des 
équations  précédentes  seraient  nuds.  Cette  circonstance 
aura  lieu  l""  lorsqu'aucune  force  ne  sera  appliquée  exté^ 
rieurement  au  système  ;  ^  lorsque  les  forces  appliquées 
extérieurement  aux  divers  points  matériels  seront  con- 
stamment dirigées  vers  Forigine  des  coordonnées.  On 
aura  alors 

N,  M ,  L  désignant  des  constantes  ^  d  où  Pon  voit  que 
si ,  à  une  époque  quelconque  du  système ,  on  veut  com- 
poser les  quantités  de  mouvement  dont  les  points  maté- 
riels sont  animés,  çonformémient  à  ce  qu  on  a  vu  n*  54  , 
on  trouvera  toujours ,  pour  les  moments  des  trois  couples 
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fiompoAAQU  sitiMt  aar  ehaoïw  det  plans  coordasMs  I«6 
mésm  Taiâura  N ,  Bf ,  L.  Le.  moment  du  coufde  résiiU 
tant  »  représenté  par 

conteryera  donc  aussi  une  valeur  constante ,  et  le  plan 
de  ce  couple  fermera  toujours  avec  le»  plans  fixes  des  :b^, 
des  xz  et  des  yz  des  angles  invariables  dont  les  cosinus 
seront  respectivement 

N  M  '      h  '     ' 

Ces  propriétés  sont  analogues  à  celles  qui  ont  été  ex- 
posées n*"  31ih.  Dani  tout  système  libre  c|ui  e'est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure,  le  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  parties  du  système  relatif 
a  une  origine  fixe  quelconque  est  constant  en  grandeur 
et  en  direction. 

Ajoutons  que  s'il  existe  dans  le  système  un  point  fixe , 
la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée  subsistera  encore», 
mais  seulement  en  supposant  Forigine  d^s  coordonnées 
placée  dans  le  point  fixe.  Nous  admettons  alors  que  le 
système  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure ,  ou 
que  les  forces  qui  le  sollicitent  sont  toutes  dirigées  vers 
le  point  fixe. 

331.  Le  système  étant  toujours  supposé  se  mouvoir 
librement  dans  l'espace ,  l'équation  qui  est  posée  à  la 
fin  du  n""  325  se  réduit  à 
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On  peut  lui  appliquer  la  transformatton  employée  dans 
le  n""*  329.  S»  d,  ^  sont  les  coordonnées  du  point  du 
système  dont  la  masse  est  m,  mesurées  à  la  fin  du 
temps  t ,  à  partir  du  centre  de  gravité ,  sur  trois  axes 
rectangulaires  parallèles  aux  axes  fixes  des  x ,  des  y  et 
des  z.  Quel  que  soit  le  système  proposé ,  on  ne  violera 
pas  les  conditions  de  la  liaison  de  ses  parties,  en 
prenant  pour  les  valeurs  de  JÇ ,  ^ ,  ^ ,  celles  qui  ré- 
sulteraient d'un  mouvement  dans  lequel  le  système 
tournerait  sans  changer  sa  figure  actuelle ,  comme  un 
corps  solide  y  autour  de  son  centre  de  gravité.  On  dé- 
duira donc  de  Téquation  précédente  les  trois  équations 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  nuls^ 
l"*  lorsque  le  système  n'est  sollicité  par  aucune  force  ex- 
térieure ;  2""  lorsque  la  force  qui  sollicite  le  point  m  est 
dirigée  vers  le  centre  de  gravité.  Dans  l'un  et  l'autre  cas» 
on  obtiendra  ^  en  intégrant ,  les  trois  équations 


^       /dyi  dz     \ 
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v,|A,X,  désignant  des  constantes.  Elles  expriment  que  si 

Ion  forme  à  un  instant  quelconque  les   trois  couples 

composants  résultant  de  la  composition  des  quantités 

,  1     .  d!i        dm        dl    , 

de  mouvement  relatives  f^-ir,  m-3- ,  m—  des    pomts 

du  système  par  rapport  au  centre  de  f^avité ,  ce  centre 
étant  pris  pour  origine ,  on  trouvera  toujours  pour  les 
moments  de  ces  couples  les  méknes  valeurs  v,fi,>.  Donc 
le  couple  résultant  donné  par  Ces  quantités  de  mouve- 
ment aura  aussi  toujours  le  même  moment  exprimé 
par 

et  le  plan  de  ce  couple  formera  constamment  avec  les 
plans  des  Çti,  des  Ci;  et  des  ^K ,  ou  bien  avec  les  plans  fixes 
des  xy,  des  xz  et  des  yz  ,  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  respectivement 

Ces  résultats  complètent  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n^  327.  On  voit  que  pour  un  système  libre ,  qui  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure  ou  dan^s  le- 
quel les  foi^ces  sont  dirigées  vers  le  centre  de  gravité , 
les  quantités  de  mouvement  des  parties  du  système 
relatives  à  ce  centre  ,  donnent  toujours  un  couple 
résultant  dont  le  moment  est  constant  et  dont  le  plan 
demeure  parallèle  à  sa  position  initiale. 

332.  Les  propositions  qui  viennent  d'être  énoncées 
constituent  ce  que  quelques  géomètres  appellent  la 
conservation  du  mouvement  de  rotation.  M^is  on  peut 
aussi  considérer  ces  mêmes  propositions  sous  un  autre 
point  de  vue.  Reprenons  les  équations  du  n**  330, 

22 
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Sjn(%4fy'^XdM)^Ldi^ 

et  eoncermis  m  rajt^n  vëèteair  tlirigé  de  Tôrigine 
des  coordonnées  aa  poîi^t  du  sysèème  dont  la  nmsM 
est  m.  Les  quantités  yAs-^jsrf^,  Mdz-^zdm ,  zây-^dz 
représentent  respectivement  le  double  ides  aikea  infini- 
ment petites^décrites  dansle  temps  dt  pat  les  projections 
de  ce  rayon  vecteur  s«r  les  trcHs  plans  èm  xy^  éea  xz  et 
des  yz.  Donc  ces  trois  équations  expriment  que  les 
sommes  de  ces  aires  multipliées  par  les  masses  m  crois- 
sent toujours  proportioimelleoiest  a«  tempe.  D'où  f(m 
peut  conclure  que  si  l'on  forme  à  une  épocpie  queltoonque 
du  mouvement  d'un  aysttoie  la  somne  des  produite 
des  masses  de  chaque  point  matériel  piff  lesTaivea  décrites 
dans  un  temps  donné  sur  un  plan  quelconque  par  les 
projections  de  leurs  rayons  vecteurs ,  on  trouvera  tou- 
jours pour  cette  somme  une  valeur  constante. 

Ce  résultat  s'énonce  plus  simplem^it  en  concevant 
les  masses  du  système  composées  de  divers  nombres  de 
parties  égales  ^ntre  elles ,  et  admettant  que  Ton  ait 
mené  de  l'origine  fixe  des  coordonnées  un  rayon  vecteur 
à  chacune  de  ces  parties.  On  pourra  dire  alors  que  la 
somme  des  ait^s  décrites  dans  un  temps  donné  par  le» 
projectiÔDfS  des  rayons  vecteurs  sur  un  plan  quelcon- 
que ,  doit  conserve!*  toujours  une  valeur  constante. 

On  reconnaît  d  ailleurs  que  les  aires  décrites  dans  un 
temps  quelconque  t  sur  les  trois  plans  coordonnés  y 
exprimées  par  Nt,Mf,Lt,  sont  proportionnelles  aux 
moments  des  trois  couples  composants  des  quantités  de 
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mottresneni  dcft  )poiBU  ttatariok  >  MupW  dool  iiàéU 
quealioa  âum  l»  û^  330*  Do  |ilusr  îi  esiat^tiAlre  uûtL  aim^ 
décrite  par  un  rayon  vecteur  dadpa  un  plao  c^uckpnqim, 
et  ht  prpj0cti(H^4te  «Bttie  mi^#W^  W  Wt*»  J^tw  *  ^«frtme 
Tgpfori;  qu'e^lxi^^  moani^d'iia  ça«i{4Q  9gi4$#mlt^daa^ 
le,  pr^mi^r  j^,  e|  }^  mp^a^t  de  i^ç  méq^  cofipl^  44^ 
composé  dans  le  sens  du  second  plan.  On  doit  4oi4c 
conclure  d^  ce  qui  précède  t*"  que  la  somme  des^  ^res 
décrites  dan^  le  ti^mps  t  sur  le  plan  du  couple  résultant, 
c^est-à-dire  ?ur  le  plan  qui  forme  avçç  le  plan  des  xy^ 
xzyjz  des  angles  ayanf  pour  4?Qsinus 

"*  »  M  L 

VlriM^ÇL*'  l/«-Z5f+î?"  i/flPÏÏSP+i?' 
eirt  lei^pâiii^e  p^r 

2^  que  la  somme  des  aires  décrites  dans  le  temp^  t  sur 
tout  autre  plan  formant  avec  celui-ci  un  angle  ^ ,  est 
exprimée  par 

quantité  plu9  petite  que  la  précédente. 

Ainsi  dans  le  cas  d'un  système  libre ,  non  sollicité 
f^r  des  forces  extérieures  ,  le  mouvement  s'opère  tou- 
jours de  telle  manière  que  là  somme  des  aires  décrites 
dans  un  temps  donné,  sur  un  plan  quelconque,  par  les 
projections  deis  rayons  vecteurs  émanant  d''un  centre 
fixe  pris  arbitrairement,  est  constante.  lï  existe,  pour 
chaque  centre  fixe  ,  un  plan  à  Fégard  duquel  la  valeur 
de  cette  somme  es€  plus  grande  que  pour  tout  autre 
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plan  mené  par  le  même  point.  Ce- plan  du  maximum 
des  aires  conserve  une  direction  déterminée  qui  ne 
varie  pas  avec  le  temps. 

Gespropriétés  ont  également  lieu  lorsque  le  système 
est  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures ,.  constam- 
ment dirigées  vers  le  point  fixe  dont  partent  les  rayons 
vecteurs. 

333.  Les  résultats  présentés  dans  le  n^  331  donnent 
lieu  à  des  propositions  analogues.  Il  faut  concevoir 
qu'un  plan  quelconque  passant  par  le  centre  de  gravité 
du  système  »  se  meut  parallèlement  à  lui-même  du  même 
mouvement  que  ce  centre  de  gravité.  Cda  posé,  on 
conclura  évidemment  de  ces  résultats  que  quel  que  soit 
le  mouvement  d'un  système  libre  qui  n'est  soumis  à 
l'action  d'aucune  force  extérieure ,  ou  seulement  à  Tac-*- 
tion  de  forces  extérieures  dont  la  résultante  passe  con* 
stamment  par  le  centre  de  gravité,  1^  la  somme  des  aires 
décrites  dans  un  temps  donné  sur  le  plan  dont  il  s'agit 
par  les  projections  des  rayons  vecteurs  émanant  du 
centre  de  gravité  est  constante  ;  2^  que  le  plan  sur  lequel 
les  aires  décrites  forment  la  plus  grande  somme  se  dé- 
place en  suivant  le  mouvement  du  centre  dc^  gravité 
sans  cesser  d'être  parallèle  à  sa  position  initiale. 

Ces  propriétés  remarquables  sont  connues  sous  le 
nom  de  Principe  des  aires.  Le  plan  du  maximum  des 
aires  est  désigné ,  d'après  Laplace ,  par  le  nom  de  plaii 
invariable.  La  considération  de  ce  plan  y  qui  est 
importante  dans  les  études  relatives  au  système  du 
mcmde ,  facilite  les  recherches  analytiques. 

33(h.  Considérons  maintenant, comme  dans  le  n^  328 , 
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l'effet  d'une  impulsion  instantanée.  On  pourra  substi- 
tuer dans  l'équation 

(dx       dy        tlz    \ 
-7--Ar+^  ^^+  -jiz  i=S.*(Ar.co».«+^.cos.6+^z.co§.7), 

de  ce  numéro ,  les  valeurs  de  Sy,  9x,  iz  qui  ont  été  em- 
ployées dans  le  n^  389  ;  ce  qui  conduira  aux  trois  éqaa<^ 
tions  distinctes 

S.m(  -^  .r—  ^  J:  j=S,4>(^C08.a^xc08.6), 

/dz  dx  \ 

S,ml^x—  gr-^  )  =  S.4»(:rcos.7— 4Ccos,a)^ 

/dr  dz  \ 

qui  doivent  subsister  entre  les  quantités  de  mouvement 
imprimées  et  les  vitesses  initiales  que  ces  impulsions 
produisent.  En  comparant  ces  équations  à  celles  du 
n*"  330  9  on  voit  que  dans  le  cas  d'un  système  libre  les 
premiers  membres  conserveront  des  valeurs  invariables 
qui  ont  été  désignées  par  N,  M,  L.  Ainsi  ces  constantes 
représentent,  par  rapport  aux  axes  des  z,  des  y  et  des  ^, 
les  moments  des  impulsions  initiales  auxquelles  est  du 
le  mouvement  du  système. 

335.  On  peut  appliquer  une  transformation  analogue 
à  l'équation 

donnée  à  la  fin  du  n**  328.  Elle  conduira  aux  trois  équa- 
tions 
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S.ot(  -^n -^i)  =S.*(>îC05.ar-ÇC0S.6), 

S.m('^  5—  ^  A=:S.*(Çco^7— Çco».;.), 

S.m(  —  Ç —  — -  »i  j=S.*(Çcos.^ — 1ÎCOS.7) , 

clpi^t  dép^idwt  \e0  yiltiifses  initîakïè  des  'parties  chi  sys- 
tècoe  rapportées  à  leur  centre  de  gravité.  D'après  le 
n*"  331,  les  premiers  membres  conserveront  pendant 
toute  la  durée  du  moutemeftt,  dans  te  cas  à'utx  système 
libre  ,  des  valeurs  constantes  qui  ont  été  représentées 
par  V ,  p ,  >.  0§8  quantités  expriment  docic^  relativement 
aux  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système,  les 
moments  des  impulsions  initiales  par  lesquelles  le 
piouvement  a  été  produit. 

Principe  des/orces  i^iues. 

336.  EUi admettant  que  les  ^oditMAs  de  la  liaison^ 
points  matériels  ne  contiennent  pas  le  temps  dani  leur 
expression  analytique,  il  sera  permis  de  nemplac^r  dao* 
réquation  du  v!"  ^%k, 

les  variations  te ,  fy,  $z  par  les  différenti elles  dx ,  dy, 
dii  \  ce  qui  revient  à  prendre  pour  le  déplacement  dont 
dépendraient  les  valeurs  de  ces  variations  y  le  noave- 
ment  même  qu'aOecte  le  système  dans  l'élément  du 
temps  qui  suit  Viostant  on^  on  1^  cènsid^.  L'équation 
précédente  devient  alors 

_     dàd'x+dyd^Y'^dzéfz      ^  ^  .     .  ,^  .    .      . 
S./» ^  ^^,  "^^  ^^S.ÇLdx+Ydy-^Zdz) , 
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et  donne  en  intégrant  par  rapport  au  temps , 

qui  peut  s'écrire»  en  4^ign9ni  pa^r  f>»  à  la  finclu  temps  t, 
la  vitesse  du  point  matériel  dont  la  masse  est  m. 

Si  Ton  adopte  les  dénominations  indiquées  n*"  114,  on 
exprimera  ce  résultat  en  disant  que  dans  un  temps  donné, 
l'accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  des  points 
du  système  est  toujours  numériquem^t  égale  au  double 
de  la  somme  des  quantités  d'action  qui  ont  été  pro- 
duites dans  le  même  temps  par  toutes  les  forces  agissant 
sur  ces  points. 

337.  Lorsque  la  quantité  S  (Xdx-^-Ytfy+Zdz) ,  est  la 
différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  II  des  trois 
variables  x^j-,  z,  en  sorte  queS{XdX'}'Ydy'-{'Zdz)=aU, 
l'équation  précédente  devient 

S.  w*—  S.wp.*=:fi(n— Ho) , 
('^  et  U^  représentant  les  valeurs  de  i^  et  II  ^ui  ont  lieu 
dans  la  position  initiale  du  système*  La  valeur  de  la 
force  vive  dépend  upiquement  de  la  f(waction  II,  de  l'état 
initial  du  système ,  et  de«  positions  de  ses  parties  à  ia 
fin  du  temps  t. 

La  fonction  S  PfJx+Ydy  +  Zdz)  est  une  différen- 
tielle exacte  de  x^j-,  z  lorsque  les  forces  agissant  sur 
les  points  matériels  sont  dirigées  vers  des  cent|re$  fixes , 
et  sont  des  fonctions  des  distances  des  points  matériels 
•  à  ces  centres.  Elle  l'est  encore  lorsque  ces  forces  pro- 
viennent des  actions  intérieures  qui  s'exercent  entre  les 
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différenU  poipts  du  système ,  et  soot  des  foDCtions  des 
distances  de  ces  points.  Soient  en  efïet,  dans  le  pre- 
mier cas,  a,  i,  c  les  coordonnées  d'un  centre  fixe 
dont  émane  la  force  R  agissant  sur  le  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  x^jr,  z  h  la  un  du.  temps  t.  Dési- 
gnant par  r  la  distance  du  point  m  au  centre  fixe ,  on 

aura  r=  k(x— a)*  +  (y — ^ + (^ — ^)*  ;  «t  si  la  force  R 
tend  à  éloigner  le  point  m  de  ce  centre,  Texf^ression  des 
trois  composantes  X,  Y,  Z  de  cette  force  sera 

r  r  r 

Le  terme  relatif  à  la  force  R  dans  la  somme  dont  il  s'agit 
devient  donc  ici 


K(î=î^,+^-=i*+î=î^). 


Or 


jc — a       dr    y — h       dr       z — c       dr 
r         dx^        r  dy^       r  dz' 

Donc  ce  terme  est  une  différentielle  exacte ,  puisque  R 
est  supposée  une  fonction  de  r.  Dans  le  second  cas , 
désignons  toujours  par  R  la  force  agissant  entre  deux 
points  m  et  m!  dont  les  coordonnées  à  la  fin  du  temps  t, 
sontx,  y,  z,  pour  le  premier  et  x\y^z'  pour  le  second. 
La  distance  r  de  ces  deux   points  sera  exprimée    par 

^^(x— x7+(7— /)'+(z— 2')*.  Admettons  que  la  force  R 
tende  à  écarter  les  deux  points  l'un  de  l'autre.  Les  trois 
composantes  de  l'effort  qu'elle  exerce  sur  le  point  m  • 
seront 
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r  r  r     ■ 

et  les  trois  oompo^aoêes  de  leffort  qu'elle  exerce  sur  le 
point  m\  seront 

r  r  r 

La  force  dont  il  s'agit  donnera  donc  le  terme 

qui  revient  encore  à  l^dr,  puisque 

et  qui  est  par  conséquent  une  différentielle  exacte, 
lorsque  R  est  supposée  une  fonction  de  r. 

338.  Lorsqu'aucune  force  n'agit  sur  les  points  du 
système,  Téquation  précédente  se  réduit  à 

JaR  somme  des  forces  vives  des  points  matériels  ne  varie 
pas  avec  le  temps  ,  et  conserve  constamment  sa  valeur 
initiale. 

Le^  propriétés  précédentes  sont  connues  sous  le  nom 
de  conservation  des  forces  vives.  Il  importe  de  recon- 
nattre  exactement  dans  quel  cas  elles  subsistent  ou  non. 

1"*  Si  le  système  est  constitué  de  la  manière  indiquée 
dans  le  n""  230,  c'est-à-dire  s'il  est  formé  de  points  maté» 
riels  assujettis  par  des  verges  ou  des  fils  parfaitement  ri- 
gides et  inextensibles,  dont  la  masse  est  supposée  nulle,  les 
propositions  précédentes  subsistent  toujours  ;  lors  même 
que  quelques-uns  des  points  matériels  seraient  entière- 
mei^t  fixes  ,  ou  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  lignes  ou 
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des  surfaces  fiies  doimées.  Et  de  plus  »  les  quantités 
X ,  T,  Z  ne  comprennent  alors  que  les  forces  appliquées 
ei^lérieurementâU  «yslème;  <)ar  si  Ton  voulait  y  ocm^ 
prendre  les  actions  intérieures  résultantdes  tentions  ou 
contractions  des  liens  du  système ,  ou  m4me  les  efforts 
exercés  sur  les  obstacles  extérieurs  fixes ,  on  reconnaî- 
trait, par  les  n""  $239  et  2k0 ,  que  les  moments  virtuels 
des  efibrts  dont  il  s'agit  donneraient  une  somme  nulle, 

â"*  Si  k  système  è^ioria^é  de  pointa  matéiriels  rénulis 
par  des  verges  ou  des  fils  extensibles  et  élastiques ,  dont 
la  masse  est  toujours  supposée  nuHe ,  les  propositions 
précédentes  peuvent  être  admises  ',  mais  dlbrs  il  est  né» 
ceasaîre  de  comprenne  dons  les  quantités  X ,  ¥^  Z,  non^ 
seulement  les  fonces  dppti^ées  «ïiari^mreineilt  «u  ays^ 
tème^  mais  encore  les  actions  intériei^res  qui  s'exercent 
entre  les  points  matériels  assujettis  entre  eux  p;ar  des 
liens  élastiques.  En  effet,  comme  la  nature  de  ces  liens 
permet  alors  que  la  distance  des  deux  points  matériels 
entre  lesquels  une  telle  action  s'exerce ,  varie  lors  des 
changements  de  figure  du  système ,  on  ne  peut  appti^ 
quer  ici  ce  qui  a  été  dit  n*^  239 ,  ni  admettre  en  général 
la  destruction  mutuelle  deé  deux  hiome^ts  virtuds  don^ 
nés  par  l'action  dont  il  s^agit.  Dans  un  cas  de  cette 
nature,  sî  les  actions  exercées  entre  deux  quelconques 
des  potnts  ms^tériels  dépendent  uniquement  de  la  dis* 
tance  actuelle  de  ces  points,  les  termes  relatifs  à  ces 
actions  qui  devront  être  introduits  dans  la  formule 
Xdx-^-Ydjr-^-Zdz  formeront,  eomme  on  Fa  vu  ci-dessus , 
une  diifSrentiiélle  exacte  des  variables  XjjyZ, 

3*  La  remarqué  précédente  s'applique  évidemment  au 
cas  d^tih  système  tel  que  le  système  planétaire ,  formC* 
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des  autres ,  et  qui  agissent  teê  tins  suf  le^  fltitres  sans 
qu'il  paraisse  exister  entre  eux  auten  liea  matériel. 
On  doit  comprendre  les  aotioiiis  ndutoelles  de  ces  corps 
dans  les  quantités  désigiiées  par  X,  Y,  Z.  Les  termes 
relatifs  à  ces  actions  oiutiieUes  iormerput  une  cUfféreo^ 
tielle  e^act^  dex ,  /,  z^  si  ces  actions  sont  exprimées  um-« 
quement  en  fonction  de^  dist^gnces  des  points  matériels. 

4^  S'il  suirient  lin  okck:  entre  les  porôce  d«  système , 
la  yaleur  actuelle  de  la  somme  des  forces  vives  est  chan<- 
gée  par  le  seul  efiet  de  ce  choc  ;  et  les  propositions  pr«" 
cédeptes  ne  peuvent  plus  en  général  être  appliquées.  En 
effet,  im  chocintroduitdaoslesystèmedenouyellesibrces 
intérieures  agissant  entre  des  ^corps  qu'il  faut  regarder 
comme  unis  par  des  liens  compressibles  et  élastiques  ; 
en  sorte  que  l'on  devrait  comprendre  dans  le  second 
membre  de  l'équation  du  n**  336  les  quantités  d'action 
développées  par  ces  forces  pendant  la  durée  du  choc , 
pour  que  cette  équation  ne  cessât  point  de  donner  exac- 
tement la  valeur  de  la  force  vive  du  système. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  n'est  pas  aussi  général  que 
les  propriétés  qui  ont  été  exposées  précédemment ,  et 
qui  se  rapportent  à  la  conservation  des  quantités  de 
mouvement,  en  ce  sens  que  ces  dernières  propriétés  sont 
tout  à  fait  indépendantes  des  réactions  intérieures  des 
parties  du  système ,  ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu  pour  la 
conservation  des  forces  vives. 

339.  Considérons  plus  particulièrement  TeHet  d'un 
choc  entre  les  parties  d'un  système  de  corps  en  mou- 
vement. 11  sera  nécessaire ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci- 
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dessus,  de  comprendre ,  pendant  la  durée  du  ohoc,  dans 
le  second  membre  de  l'équation 

les  moments  virtuels  des  efforts  intérieurs  qui  ont  été 
produits  par  ce  choc.  Soit  en  général  N  la  valeur  de 
l'effort  exercé  à  la  fin  du  temps  t  entre  deux  corps  du 
système  que  le  choc  a  mis  en  contact ,  et  n  là  distance 
du  point  de  contact  à  un  point  fixe  pris  sur  la  direction 
de  la  normale  commune  aux  surfaces  des  deux  corps 
menée  par  ce  point  :  N^n  représentera  le  moment  vir- 
tuel de  Tefiort  N.  Si  l'on  désigne  d'ailleurs,  pour  abré- 
ger, par  u,  f/ ,  w  ^  les  vitesses  du  point  matériel  dont  la 
masse  est  m ,  qui  ont  lieu  respectivement  à  la  fin  du 
temps  1 9  dans  le  sens  des  x^  àesj-  et  des  Zj  on  devra 
écrire 

équation  qui  subsistera  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Remarquons,  comme  on  Ta  fait  dans  le  n*"  258 ,  que  la 
durée  d'un  choc  étant  toujours  fort  petite ,  et  les  posi- 
tions respectives  des  parties  du  système  ne  subissant 
pendant  cette  durée  que  des  changements  très-petits , 
il  n'y  aura  que  très-peu  d'erreur  à  considérer  pendant  le 
choc  y  dans  l'équation  précédente ,  les  variations  ^x,  Sjr, 
Szy  ^n ,  comme  constantes  par  rapport  au  temps  t.  EUi 
admettant  cette  hypothèse  ,  et  intégrant  par  rapport  au 
temps ,  il  viendra 

S.m[(a— U)^x+ (j^— V)5)^+(w— WKz] 
= S.fdliX$x+Yfy^ZHy{'S.fdt.fi9n , 
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en  désignant  {iar  U,  V,  W  tes  valeurs  des  vitesses  U^ 
M  y  IV,  qui  ont  lieu  à  Tinstant  où  le  choc  commence ,  et 

prenant  les  intégrales  désignées  par  j  depuis  cet  instant 

jusqu'à  la  fin  du  temps  t.  Cette  équation  doit  également 
subsister  pendant  toute  la  durée  du  choc. 

Nous  observerons  maintenant  1"*  que  les  forces  dési- 
gnées par  X,  Y,  Z ,  qui  représentent  les  actions  conti- 
nues exercées  sur  le  système  auront  généralement ,  dans 
les  cas  naturels, des  valeurs  très-petites  par  rapport  à 
<^lles  des;  efforts  désignés  par  N  qui  sont  développés 
par  iVffet  du  choc ,  et  par  conséquent  que  le  premier 
terme  du  second  membre  de  l'équation  précédente  peut 
être  né^igé  par  rapport  au  second  terme  ;  2*"  que  la 

valeur  de  ce  second  terme  S  /  dtJH^  peut  toujours  être 

supposée  nulle  ;  car  il  suiBt  pour  cela  d'admettre  que 
dans  le  déplacement  du  système  auquel  répondent  les 
valeurs  des  variations  te  »  fy^$z ,  Sn ,  les  surfaces  en 
contact  des  corps  qui  se  choquent  ne  se  séparent  point , 
mais  glissent  seulement  les  unes  sur  les  autres,  puis- 
qu'alors  les  forces  donneront  toujours  des  moments  vir- 
tuels égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  On  peut 
donc  écrire,  au  lieu  de  l'équation  précédente, 

HO.  Si  l'on  veut  main  tenant  distinguer  les  divers  ré- 
sultats qui  auront  lieu  suivant  la  constitution  physique 
des  corps,  conformément  aux  notions  présentées  dans 
les  n^271  et  372,- on  supposera  d'abord  qu'il  s'agisse  de 
corps  non  élastiques,  c'est-à-dire  tels  que  le  choc  est  fini 
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quand  les  impreMions  sont  f$iTVfftkvm  à  kur  mixiomm  i 
et  que  le3  «urlaicef  eu  ^ut^çt  d^  d^ux  «lorpa  im  ^e  «épar 
rent  point  à  Tinstaut  de  la  fin  du  choc ,  mais  peuvent 
seulement  glisser  les  unes  sur  les  autres.  Daiis  ce  cas  y 
ooDStdccant  Finstant  de  la  Gil  dv  dioo ,  on  pcnvrii 
prendre  pour  le»  variations  ^x»  èf^  it  dans  réqtaation 
précédente ,  ks  espaces  dx,  dy^  d»  iréeHemMt  décrits 
par  les  points  matériek  daM  Vélteetft  du  tempa  dt  ^ 
•ait  l'instasit  où  leçhoe  finit ,  ce  qui  vevient  à  reuplaoer 
àr^  kfy  Sz^rmkyi^t^  wdt\  eapks^espaioaB;  udt^  vdi^ 
^^rdt  satisibnt  alors  à  ces  deux  eoodiliOM  de  poiyiroir 
éirs  pris  pour  les  valeurs  de  ^^ ,  Sy,  ^%  auppéaées  coOf 
étantes  pendant  toute  la^rée  du  ckoe,  et^imArefiuHè 
la  somme  des  moments  virluels  ]^ln.  L'éqiiaiioti  dont 
il  s'agit  donne  alors 

ciyf'.tv  représentant  les  vitesses  qpi  pi^t  liiçm  à  la  fin  du 
choc. 

Considérons  IVxptes^ip^ 

qui  représente  la  différence  entre  les  sommes  dés  forces 
vives  des  parties  de  système  qui  ont  lieu  au  commen- 
cement et  à  la  fin  du  choc.  Si  Ton  y  ajoute  le  premier 
membre  de  réqnation  précédente  mul^plié  par  2 ,  on 
n'en  changera  pas  la  valeur  ;  m^is  cette  expreasipn  se 
mettra  sous  la  forme 

d'où  l'on  conclut  que  la  force  vive  perdue  par  l'effet 
d'un  choc  entre  corps  non  élastiques  est  égafe  if  la  force 
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yive  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  respectivement 
par  chacun  dee  corps  du  système.  Cette  proposition 
est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Gamot.  On 
voit  d'ailleurs  qu'un  choc  entre  les  corps  d*nn  système 
a  toufouts  pour  effet  d'en  diminuer  la  force  vive. 

341*  On  démontre  également  la  proposition  dont  il 
s'a^t  lorsque  Ton  considère  le  choc  entre  des  corps  par- 
faitement  durs  de  la  manière  qui  a  été  indiquée  n®  275* 
£n  effet ,  d'après  le  n®  258,  le  mouvement  du  système 
est  assujetti  à  la  condition  que  les  quantités  de  mouve- 
ment finies  j  perdues  instantanément  par  l'effet  du  choc^ 
qui  sont  représentées  respectivement  par  m  (  U — ii)f 
m <  V — f/  ),  m  (W-— ïv  ),  fassent  éqnilibre  au5ç  quantités 
de  mouvement  imprimées  par  les  forces  qui^^SfE^iitj^pjir 
le  système ,  prises  en  sens  contraire.  Or  les  fcorcçs  dé- 
veloppées par  le  choc ,  qui  ne  sont  ^utçe  çbo^e  que  les 
pressions  exercées  l'un  «ur  l'autre  par  les  çprps  que  le 
choc  a  mis  en  contact ,  pressions  qui  ont  éié  désignées 
par  N,  sont  toujours  égales  deux  à  deux,  ^1  dirigées  en 
sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droitç.  Elles  se 
détruisent  réciproquement,  et  l'équilibre  dont  on  vient 
de  parler  est  exprimé  simplement  par  l'équation 

c'est-à-dire  l'équation  même  qui  a  été  employée  d-des- 
sus.  On  doit  ici  faire  entièrement  abstraction  des  forces 
qui  agissent  d'une  manière  continue  sur  le  système , 
parce  que»  dans  tm  temps  infiniment  petit ,  ces  forces 
ne  donnent  que  des  quantités  de  inouvement  infiniment 
petites. 
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342.  Admettons  en  second  lieu,  comme  dans  le 
n"  272 ,  que  le  choc  s  opère  entre  des  corps  parfaitement 
élastiques  -,  et  de  plus ,  qu'à  Tinstant  où  le  choc  finit , 
les  impressions  fçrmées  dans  ces  corps  par  Tefiet  du 
choc  ont  entièrement  disparu.  Il  n'est  plus  permis  ici 
de  faire  à  l'égard  des  quantités  Ar,  fy^  $z ,  la  suppo- 
sition qui  a  été  faite  dans  le  n*»  295 ,  parce  que  les 
surfaces  des  corpà  se  séparant  dès  que  finit  le  choc , 
les  points  qui  étaient  en  contact  n^ont  plus ,  après  lé 
choc,  les  roétnes  vitesses  dans  le  sens  de  la  normale 
commune  aux  deux  surfaces.  Mais  les  intégrales /^J^.N^n 
qui  entrent  dans  Téquation  du  n?  339,  en  les  sup- 
posant prises  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fin  du 
choc ,  auront  alors  des  valeurs  nulles  ;  parce  que  les 
variations  9n  sont  supposées  constantes  par  rapport  aii 
temps,  et  que  ces  intégrales  se  trouvent  formées  de  deux 
parties  égales  et  de  signes  contraires.  D*où  1  on  conclut 
que  dans  les  cas  dont  il  s'agit ,  la  somme  des  forces  vives 
des  parties  du  système  reprendra  après  le  choc  la  même 
valeur  qu'elle  avait  auparavant  le  choc.  Cette  propo- 
sition ne  s'applique  point  à  tous  les  cas  où  les  choc3 
ont  lieu  entre  corps  parfaitement  élastiques,  mais  seu- 
lement aux  cas  très-particuliers  où  les  corps  sont  reve- 
nus complètement ,  à  la  fin  du  choc  i  à  leur  figure  natu- 
relle. 

3(h3.  Nous  considérerons  encore  le  cas  où  il  survien- 
drait, dans  un  système  de  corps  en  mouvement,  une 
explosion  instantanée,  c'est-à-dire  que  nous  admet- 
trons qu'il  s'établit  subitement  pendant  un  temps  très- 
court,  entre  deux  ou  plusieurs  corps  du  système»  de 
très-grands  efforts ,  tendant  à  écarter  ces  corps  les  uns 
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des  autres.  Nous  aurons  alors ,  comme  dans  le  n**  339  > 
pendant  la  durée  de  Texplosion ,  l'équation 

S.m[(i«— U)  to + ((;— V)(J^+(iv— W)&]  =z  0 , 
pourvu  que  Ton  attribue  aux  variations  to,  ^,  Szy  des 
valeurs  conformes  à  la  condition  énoncée  à  la  fin  de  ce 
numéro.  Or  on  satisfait  évidemment  à  cette  condition 
en  remplaçant  te,  §y,  $Zy  par  les  espaces  Udt^  Ydt,  Wdt 
parcourus  par  les  points  matériels  en  vertu  des  vitessea 
qui  avaient  lieu  à  Tinstant  où  l'explosion  a  commencé. 
Ainsi  nous  avons  ici 

S.m[Ua+Vi'+Ww--(U'+V^+W)]=0 , 
et  Ton  en  déduit,  comme  dans  le  n®  295, 
S.in[i«'+i'^4-w*— (U^+V'+W)  ] 

=S.m[(tt— U)'+(^-.V)«  +(w-W)^], 

d'où  il  suit  que  la  force  vive  acquise  par  le  système ,  à 
la  suite  de  l'explosion ,  estégale  à  la  force  vive  qui  serait 
due  aux  vitesses  acquises  respectivement  par  chacun  des 
corps  du  système.  L'effet  d'une  explosion  est  toujours 
d'augmenter  la  force  vive  actuelle  du  système. 

3kk.  On  peut,  en  admettant  la  restriction  qui  a 
été  énoncée  n®  336  ,  c'est-à-dire  en  supposant  les  con- 
ditions du  système  indépendantes  du  temps,  rempla- 
cer 5g,  5>j,  ^  par  d^^  dïiy  Jç,  dans  l'équation  qui  se  trouve 
à  la  fin  du  n®  325 ,  ce  qui  donnera 

at 
et  en  intégrant  par  rapport  au  temps 

S.m  ""^"Z       =2Sfpidi+Ydr>+Zdi:)  +  consi. 

23 
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Ainsi  le  principe  des  forces  vives  subsiste  également 
lorsque  Ton  considère  les  mouvements  des  points  ma- 
tériels relatifs  à  leur  centre  de  gravité. 

3&-5.  Nous  terminerons  par  une  remarque  relative 
aui  notions  qui  ont  été  présentées  dans  les  n^  252  et 
253.  Reprenons  l'équation  trouvée  n®  336 

On  en  conclut  que  la  somme  des  forces  tives  du  sys- 
tème aura  ses  valeurs  maxima  ou  mini  ma  en  même 
temps  que  la  fonction  II;  et  comme  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  de  cette  dernière  fonction 
est  rfn=0,  c'est-à-dire 

SiXdjc+Yefy+Zdz)  =  0  , 
ou  bien 

il  en  résulte  cette  conséquence  remarquab ,  leque  dans 
le  mouvement  d'un  système^  la  force  vive  est  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  possible  lorsque  ce  système 
se  trouve  dans  des  positions ,  ou  présente  des  figures 
telles,  que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  feraient 
mutuellement  équilibre.  Ainsi  la  reçbercbe  des  posi- 
tions du  système ,  dans  lesquelles  il  y  a  équilibre  entre 
des  forces  données,  répond  à  la  recherche  des  positions 
où  la  force  vive  du  système ,  mû  par  l'action  de  ces 
mêmes  forces ,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

On  démontre  de  plus,  1*"  que  Téquilibre  est  stable 
(c'est-à-dire  que  le  système  est  dans  une  situation  telle 
qu'il  y  revient  de  lui-même  par  la  seule  action  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées ,  quand  on  lui  a  fait  subir  un 
très- petit  déplacement) ,  lorsque  la  valeur  de  la  force 
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▼ive*  est  un  maximum;  2^*  que  TéqUilibre  est  instable» 
lorsque  la  valeur  de  la  force  vive  èàt  un  minimum: 
Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  là 
démonstration  du  principe  ides  vitesses  virtuelles  qui  a 
été  rapportée  daob  le  n*  237;  Désignofn»  en  eftctpkt  jij 
/>'»/>",  etc.  ^  les  distances  qui  existant  rëspéetïviimto^ètiti'è 
les  mottes  fixes  etmobilesÂ  et  B^  A'  ^t  fi%  A''  ^É'',  éVc, 
La  sotnme  des  longueurs  des  bordoiis  qiâi  fëlthiâsëiît 
ces  ififQcufles  les  i^un«6>  a«tt  afuttes  ^étu^  *é¥iééihmjfiùt 
Pp-f.  Rjp'-^  Py-f  ptc.  S<)it  de  plui  b  la  fotlgtlètor  '^cdh- 
stapte  des  parties  du  fit  qui  vont  d'une  m6Uflé  fixe  à  nttè 
autréen  passfttvt  sur  des  poukes  de  ifeà^  égalémèïii 
fixes  t  et  enfin  désignons  par  jf  ta  partie  du  fil  qui 
est  placée  au  delà  de  la  dernière  poulie  de  réhVoi,  et  à 
l'extrémité  de  laquelle  le  poid^  estâ'ttàiché.  La  longueur 
totale  du  ôl,  qui  est  copstante,  ^er^  représentée  par, 
..     '  pp+Fp'+Fy+etc+ç+^'i  ,      .^ 

et  si  Ton  suppose  les  quantités  P,  P',  F',  etc. ,  .indé- 
pendantes dep,  p'tp!^  etc.  ;  qe  qui  es^  permis  lorsque 
ion  ne  consid^  qu'un  déplacement  ti^és^petit-du  sjrs* 
tème ,  la  quantité  Pp+Py+P'y  +  ^^^'  ->  pri»e  avec  un 
signe  contraire,  te  viendra  à  celle  qui  a  été  dé^igàée  ci* 
dessus  par  n.  Ain'si  la  longueur  du  fil  e^tégalemor^t 
exprimée  par  .  ,  .  . 

Ot  si  la  Valeur  de  II ,  et  par  cotiséqneht  celle  <îé  ^,  sont 
des  maximums,  un  petit  dérangement  qoélcôhque  dû 
système  fera  monter  le  poids  ;  et  comme  ce  poirts  tend 
toujours  à  descendre ,  le  système  i-éviendra  de  lui-même 
à  sa  position  primitive.  Si  au  contraire  les  valeurs  de  II 
et  de  s  sont  des  minimums  ,  un  dérangement  semblable 
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fera  descendre  le  poids  y  qui  ccmtinuera  alors  à  des^ 
cendre,  et  le  système  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la 
position  où  il  se  trouvait  en  équilibre. 

346.  La  même  proposition  peut  encore  être  démontrée 
de  la  manière  suivante.  Considérons  le  système  dans  la 
situation  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font 
équilibre,  et  où  la  valeur  de  la  fonction  n,  que  nous 
désignerons  par  II. ,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 
Admettons  ensuite  qu'on  imprime  à  chaque  point  m 
une  vitesse  très-petite  m.  ,  en  sorte  que  le  système  com- 
mencera à  se  mouvoir  avec  une  force  vive  initiale  éga- 
lement très-petite,  représentée  par  S.m^/.  Après  un 
certain  temps  t  la  force  vive  du  système  sera  donnée 
par  l'équation 

Mais  si  nous  représentons  les^ coordonnées  x,^,  z  qui 
appartiennent  au  point  m  à  la  fin  du  temps  t  par  x^-^i , 
T^rh»  »  ^0+^  »  d^  même  les  coordonnées  Jify  /,  z^  appar- 
tenant à  un  autre  point  m!  du  système  à  la  fin  du  temps  t 
parxj-f-?,  x^-hn,  z^-^^  et  ainsi  des  autres  ;  nous  pour- 
rons développer,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
l'artide  XIII  des  Leçons  et  Analyse ,  la  fonction  II  en 
une  série  telle  que 

no+'»*'+'2^"+'ïr'"+  etc., 

dans  laquelle  le  terme  ^  contiendra  seulement  les  pre* 
mières  puissances  des  variables  S  y  ft ,  C  ;  S^  p  ,  c'  ;  etc.  ;  le 
terme  ^'  contiendra  les  carrés  et  les  produits  deux  à 
deux  de  ces  mêmes  variables  ;  le  terme  ^"  contiendra 
leurs  troisièmes  puissances  et  leurs  produits  trois  à  trois  *, 
et  ainsi  de  suite.  Et  si  les  valeurs  ar.,  /o,  z^-,  x'^,  etc.. 
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rendent,comme  on  le  suppose,  la  fonction  II  un  maximum 
ou  uu  minimum ,  on  aura,  d'après  les  n*'  lii<7et  suivants 
des  Leçons  d Analyse  t  '«^'=0,  et  1  équation  précédente 
se  réduira  à 

S.mp'=S.m(^'o+  2(V4-'8r"'+etc.) , 

dans  laquelle  la  quantité  2('Z&»"+'Z^'"+etc.)sera  néces- 
sairement négative  dans  le  cas  du  maximum  et  positive 
dans  le  cas  du  minimum.  Or,  le  premier  membre  S.mi/* 
est  toujours  positif;  donc ,  1**  dans  le  cas  du  maximum , 
la  valeur  absolue  de  2  ('«r"+'w'"+  etc.)  ne  pourra  jamais 
surpasser  S. m^^o' qui  est  supposée  très-petite,  ce  qui  en- 
traine la  conséquence  (ainsi  qu'on  peut  le  reconnaître) 
que  les  variables  Ç,  n,  *;  ;  ï',  etc.,  ne  peuvent  prendre  que 
des  valeurs  très-petites  ;  2®  dans  le  cas  du  minimum,  au- 
cune condition  ne  limite  la  valeur  de  la  quantité  dont 
il  s'agit ,  ni  par  conséquent  les  valeurs  de  ces  variables. 
La  recherche  du  mouvement  du  système  montrerait 
effectivement  que  dans  ce  dernier  cas  les  vitesses  des 
points  matériels  tendent  à  augmenter  de  plus  en  plus. 

Principe  de  la  moindre  action. 

3{i>7.  Considérons  la  quantité» 
S.mJ^dsA» , 
qui  se  forme  en  prenant  le  produit  de  la  masse  de  cha- 
que point  matériel  par  l'intégrale /di.i/.  Nous  représen- 
tons par  ^5  l'élément  de  la  trajectoire  décrite  parle  point 
dont  la  masse  est  m  dans  le  temps  dt ,  et  par  u  la  vi- 
tesse de  ce  même  point  à  la  fin  du  temps  t.  L'intégrale 
Jds.y^  est  prise  entre  deux  points  donnés  de  la  tra- 
jectoire qui  ont  des  positions  fixes  dans  l'espace,  et  par 
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lesquels  le  point  matériel  m  est  assujetti  à  passer^ 
Entre  ces  deux  points  fixes  la  trajectoire  décrite  par 
ce  point  n'est  pas  déterminée  d'avance;  elle  dépendra 
des  conditions  du  système  et  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées.  Gela  posé ,  le  principe  de  la  moindre 
action  consiste  en  ce  que ,  pour  un  système  et  des 
forces  quelconques ,  les  trajectoires  décrites  par  les 
divers  points  matériels  entre  les  limites  fixes  données 
seront  toujours  telles  que  la  quantité  S,ptjds,u  sera 
un  maximum  ou  un  minimum  (c'est-à-dire  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  trajectoire 
possible),  les  intégrales  Jds.u  étant  prises  entre  ces 
mêmes  limites. 

Cette  proposition  convient  seulement  aux  cas  où  les 
conditions  du  système  sont  indépendantes  du  temps,  et 
où  la  fonction  S{Xdx-{-Ydj+Zdz)  est  une  difi'érentielle 
exacte  d'une  certaine  fonction  II  des  variables  x,  y,  z. 
Pour  la  démontrer,  il  suffira  de  faire  voir  que  Ton  aura 
toujours 

En  effet  l'on  a 

$S.mds.tf=S.m(t^Jds'\-dsJi^)=S.m('-^  W«+ —  dt.êi^^  \ 

\at  2  J 

Mais  d'une  part 

etd'aulre  part ,  d'après  le  n"  336 

^  de 

donc ,  en  substituant  ces  deux  valeurs 
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t  par  rapport 

«iéfinie  du  second  membre  sera  S. m  ■ 


Intégrant  maintenant  par  rapport  à  t ,  l'intégrale  in- 


dt 

quantité  nulle  aux  deux  limites,  puisque  le3  deux  extré- 
mités des  trajectoires  étant  données,  on  a  pour  ces  points 
'îxssO,  ^y^=^0,  ^«=0.  Ainsi  Ton  a  entre  ces  limites 

SS,mjds,i^^O^ 

ce  qui  démoi^Jre  la  proposition  énoncée,     o 

348.  L'équation  précédente  revient  d  ailleurs  à 

^.mfdt,i^^=zO, 

en  sorte  que  le  principe  dont  il  s^agit  peut  aussi  s'ex- 
primer en  disant  que  l'intégrale,  prise  par  rapport  au 
temps,  des  forces  vives  du  système  qui  ont  lieu  entre 
deux  positions  données ,  est  toujours  la  plus  grande  ou 
la  moindre  possible. 

XXIII.  Calcul  de  l'effet  des  machines. 

349.  Les  machines  sont  employées  pour  remplacer, 
dans  les  travaux  des  arts,  l'action  immédiate  de  l'homme 
ou  àes  animaux.  Calculer  l'effet  d'une  machine,  c'est 
estimer  la  quantité  de  travail  que  l'on  peut  opérer  par 
son  moyen  dans  des  circonstances  données. 

Malgré  la  diversité  que  présentent  les  opérations  aux- 
quelles les  machines  sont  appliquées,  on  reconnaît 
qu'elles  ont  toutes  des  éléments  communs,  au  moyen 
desquels  on  peut  les  apprécier  d'une  manière  générale 
et  régulière.  En  effet ,  toutes  les  fois  qu'il  y  a  un  tra^ 
i^ail  fait  par  une  machine  (c'est-à-dire  une  opération 
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eilectuée  doDl  il  résulte  la  productioD  d'un  objet  utile 
ayant  une  valeur  subsistante  ) ,  il  y  a  nécessairement  un 
effort  exercé  sur  un  point  qui  parcourt  en  même  temps 
un  espace  dans  le  sens  de  cet  effort,  La  réunion  de  ces 
deux  circonstances ,  effort  exercé ,  et  espace  parcouru 
dans  le  sens  de  l'effort,  est  nécessaire  pour  constituer  un 
travail  utile  auquel  on  puisse  attribuer  une  valeur. 

La  vérité  de  ce  principe  est  manifeste  dans  les  appa- 
reils dont  Fobjet  est  d'élever  des  corps  pesants,  par 
exemple  dans  les  machines  qui  servent  à  élever  de 
l'eau.  Elle  ne  lest  pas  moins  dans  la  plupart  des  autres 
machines ,  où  l'on  reconnaît  facilement  qu'au  point 
où  le  travail  s'effectue  un  effort  est  toujours  exercé  par 
une  partie  de  lappareil  qui  est  mue  dans  le  sens  de 
cet  effort* 

S50.  En  général ,  on  distinguera  dans  les  machines  ; 
lo  Faction  du  moteur^  c'est-à-dire  la  c^use  qui  a  pro- 
duit dans  l'origine  le  mouvement  des  parties  de  l'appa- 
reil, qui  entretient  ce  mouvement  et  empêche  qu'il  ne 
soit  détruit  par  des  causes  opposées;  2^  Faction  de  la 
résistance ,  action  qui  résulte  immédiatement  du  tra- 
vail que  la  machine  peut  effectuer,  et  qui ,  s'exerçant 
dans  un  sens  contraire  à  celui  de  Faction  du  moteur,  tend 
continuellement  à  détruire  le  mouvement  des  parties  de 
la  machine. 

On  reconnaîtra  de  plus ,  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  n®  précédent ,  que  l'action  du* moteur  con- 
siste en  ce  qu'un  effort  constant  ou  variable  est  exercé 
sur  un  certain  point  de  la  machine  qui  se  meut  dans 
le  sens  de  cet  effort;  et  de  même,  que  l'action  de  la 
résistance  consiste  en  ce  qu'un    certain   point   de   la 
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machine  exerce  sur  un  corps  étranger  un.  effort,  et 
se  meut  dans  le  sens  de  cet  effort.  On  pourra  même, 
dans  la  plupart  des  cas,  mettre  ces  circonstances  en 
évidence,  en  remplaçant  effectivement  l'action  du  moteur 
par  la  descente  verticale  d'un  poids  égal  à  Teffort  que  ce 
moteur  exerçait,  et  attaché  à  Fextrémité  d'une  corde 
tendue  dans  le  sens  de  cet  effort  ;  et  en  remplaçant 
aussi  l'action  de  la  résistance  par  l'élévation  verticale 
d'un  poids. 

351.  Connaissant  ainsi  la  nature  de  l'action  des  mo- 
teurs sur  les  machines  pour  y  produire  et  entretenir 
le  mouvement  et  celle  des  machines  sur  les  résistances 
pour  effectuer  l'opération  à  laquelle  la  machine  est 
destinée ,  et  sachant  que  ces  actions  peuvent  être  assi- 
milées à  la  descente  ou  à  l'élévation  d'un  corps  pesant , 
on  voit  facilement  à  quoi  se  réduit  leur  évaluation.  Il 
est  visible  en  effet  que  l'action  résultante  de  la  descente 
d'un  poids,  ou  le  travail  nécessaire  pour  élever  un  poids, 
sont  d'autant  plus  grands  que  le  poids  est  plus  grand 
et  que  la  hauteur  est  plus  grande.  Par  conséquent , 
si  l'on  nomme 

P,Q  les  efforts  supposés  constants,  exercés  respecti- 
vement dans  une  machine  aux  points  d'application 
du  moteur  et  de  la  résistance  ; 

P^q  les  espaces  parcourus  respectivement  dans  un 
temps  donné  par  ces  points  dans  le  sens  des  efforts 

P,Q; 

l'action  exercée  par  le  moteur,  et  la  quantité  de  travail 
ou  l'effet  produit  par  la  machine  dans  le  même  temps, 
iseront  exprimés  par  les  nombres  P/?  et  Qq. 
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Danâ  le  cas  où  les  efiorU  P,Q  ne  sont  point  con* 
stants ,  on  les  considérera  comme  donnés  eu  fonction 
des  espaces p,^  parcourus  respectivement  d^ns  la  direc- 
tion de  ces  efforts  :  l'action  exercée  par  le  moteur  et 
l'effet  produit  par  la  machine  seront  exprimés  par  les 
intégrales 


h  "  I 


Qdq. 

prises  entre  les  limites  correspondant  aux  instants  où 
commence  et  finit  le  travail. 

On  voit  par  là ,  et  d'après  les  définitions  données 
n®  l/ii'&' ,  que  les  quantités  d'action  exercées  respective- 
ment pendant  le  mouvement  de  la  machine  aux  points 
d'application  du  moteur  et  de  la  résistance  donnent 
l'évaluation  numérique  de  l'action  du  moteur  et  du  tra- 
vail effectué  par  l'appareil.  Ainsi,  les  nombres  qui  re- 
présentent l'action  du  moteur  ou  l'effet  de  la  machine 
sont  formés  du  produit  d'un  nombre  d'unités  de  poids 
par  un  nombre  d'unités  linéaires.  On  peut  regarder  les 
nombres  dont  il  s'agit  comme  composés  d'unités  dont 
chacune  est  le  travail  nécessaire  pour  élever  l'unité  de 
poids  à  l'unité  de  hauteur,  c'est-à-dire ,  dans  notre  sys- 
tème de  mesures,  pour  élever  un  poids  d'un  kilogramme 
à  une  hauteur  d'un  mètre. 

352.  Considérons  maintenant  une  machine  en  mou^ 
vement.  L'ensemble  des  corps  dont  elle  est  formée  consti- 
tue un  système  auquel  on  peut  appliquer  les  notions 
générales  exposées  dans  les  articles  précédents.  Ce  sys- 
tème est  soumis  à  l'action  des  forces  extérieures ,  qui 
sont  principalement  l'effort  exercé  par  le  moteur  dans  le 
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6fené  du  mouveo^eot  ;  et  Tefiort  exercé  pat*  la  résistance 
en  sens  contraire  du  mouvement.  H  peut  exister  aussi 
d'ai^tres  actions  extérieure^  y  telles  que  1^  résistance  des 
milieux  dans  lesquels  les  parties  de  la  machine  se  meu- 
vent. De  plus ,  il  se  produit  généralement  des  actions 
intérieures,  auxquelles  le  mouveitient  même  des  parties 
dé  Tappareil  donne  naisisance,  et  qui  s'exercent  toujours 
en  sens  contraires  de  ce  mouvement.  En  prenant  en 
considération  toutes  ces  forces  y  on  peut  reconnaître 
d'ime  manière  générale  les  conditions  auxquelles  la 
marché  d-une  machine  est  assujettie. 

Conservons  les  dénominations  du  n®351 ,  et  désignons 
de  plus  par 

F  l'eSoft  qui  doit  être  surmonté  pouf  vaincre  une  des 
résistâpces  prodqites  par  le  piqiivement  de  l'ap- 
pareil ; 

/  l'espace  parcouru  à  la  fin  du  temps  t  dans  la  di- 
rection de  TefFort  F  ; 

m  la  masse  d'un  des  points  matériels  dont  les  parties 

de  la  machine  sont  composées  ^, 
t^    la  vitesse  de  ce  point  à  la  fin  du  temps  t  ; 
nous  aurons,  d'après  le  n®  336 , 

—  S,mu*=  ipdp-^S  iFâ/-^ IQdq+const,....  (A) 

Le  terme  SjFdf  représente  la  somme  de  toutes  les 
intégrales  f¥df^M\  sont  données  par  les  diverses  résis- 
tances produites  par  le  mouvement  de  la  machine,  et  que 
Vaçtion  du  moteufdoit  surmonter. 
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En  difiérentiant  par  rapport  au  temps  Féquatioii 
précédente ,  elle  devient 

S,mtfdv  =  Vdp'^SFd/'-Qdq (B) 

Ces  relations  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

353.  Dans  les  premiers  instants  où  une  machine  est 
mise  eu  mouvement ,  et  où  la  vitesse  de  ses  parties  aug- 
mente progressivement,  le  second  membre  deTéqua- 
tion  (B)  est  nécessairement  positif,  Faction  du  moteur 
l'emportant  sur  celle  des  résistances.  Mais  il  arrive  tou- 
jours y  par  la  nature  de  ces  actions ,  que  l'effort  du  nio* 
teur  diminuant  et  l'effort  de  la  résistance  augmentant  au 
contraire  à  mesure  que  les  vitesses  (^  augmentent ,  la 
valeur  du  second  membre  de  Téquation  (B)  tend  à  de- 
venir nulle.  Lorsque  cela  a  lieu ,  cette  équation  donne 
£^^=£0  ;  et  si  les  efforts  désignés  par  P,  Qet  F  conservent 
leurs  valeurs  actuelles,  les  vitesses  des  parties  de  Tappa- 
reil  ne  subissent  plus  aucune  variation ,  et  la  machine 
se  meut  constamment  d^un  mouvement  uniforme. 

Cette  uniformité  dans  le  mouvement ,  qui  est  le  ré- 
sultat de  l'invariabilité  supposée  des  efforts  P,Q,F 
à  partir  de  l'instant  où  leurs  valeurs  ont  satisfait  à 
l'équation 

Vdp^SFdf-^Qdq^O, (C) 

a  effectivement  lieu  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Elle 
s^établit  ordinairement  après  un  intervalle  de  temps 
très-court  compté  du  moment  où  la  machine  a  commencé 
à  se  mouvoir.  On  voit  que  dans  les  cas  dont  il  s'agit ,  les 
efforts  constants  exercés  par  le  moteur  et  la  résistance 
opt  des  valeurs  telles  y  que  ces  efforts  se  feraient  mu- 
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tuellçmeat  équilibre  sur  la  machine ,  conformément 
aux  lois  de  la  statique  :  et  c'est  d'après  cette  remarque 
que  Ton  établira  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
actions  respectives  du  moteur  et  de  la  résistance  pour 
que  le  travail  de  la  machine  puisse  s'effectuer.  On  re- 
connaît de  plus  que ,  dans  un  intervalle  de  temps  quel- 
conque ,  la  quantité  d'action  produite  par  le  moteur  à 
son  point  d'application ,  est  égale  à  la  quantité  d'action 
produite  au  point  d'application  de  la  résistance,  aug- 
mentée des  quantités  d  action  dues  aux  résistances  in- 
térieures ;  en  sorte  que  si  ces  dernières  résistances 
étaient  nulles  (  ce  qui  est  impossible  ),  il  y  aurait  égalité 
entre  les  quantités  d'action  produite  par  le  moteur  et 
consommée  par  la  résistance. 

35&.  Si  les  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des  résis- 
tances ne  sont  point  constantes ,  le  mouvement  de  la 
machine  n'est  pas  uniforme.  Il  présente  alors  des  varia- 
tions régulières  et  périodiques  qui  tiennent  à  ce  que 
l'effort  du  moteur  est  alternativement  plus  grand  ou 
plus  petit  qu'il  ne  devrait  être  pour  faire  équilibre  à 
l'effort  de  la  résistance.  Quand  l'effort  du  moteur  est 
plus  grand  qu'il  ne  devrait  être  pour  l'équilibre ,  le 
second  membre  de  l'équation  B  du  n®  352  est  positif,  et 
la  vitesse  des  parties  de  lappareil  augmente  avec  le 
temps.  L'inverse  a  lieu  lorsque  l'effort  du  moteur  est  au 
contraire  plus  petit  qu'il  ne  devrait  être  pour  l'équi- 
libre. Le  second  membre  de  Féquation  B  est  alors  néga- 
tif, et  la  vitesse  décroît  avec  le  temps.  La  nature  du 
mouvement  consiste  donc ,  dans  ce  cas ,  en  ce  que  la 
vitesse  croît  et  décroit  aUernaiivement  en  oscillant  au- 
tour d'une  valeur  moyenne.  Les  maxima  et  minima  de 
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la  vitesse  ont  lieu  dans  les  instants  où  <^=:0 ,  o'est^à-dira 
lorsque  la  condition  ex  primée  par  Téquation  (G)  subsiste, 
ou  lorsque  les  efforts  du  moteur  et  de  la  résistance  ont 
les  valeurs  convenables  pour  se  faire  réciproquement 
équilibre  sui^  la  machine.  Les  écarts  de  la  vitesse ,  h  par-- 
tir  de  sa  valeur  hioyennie,  sonft  d'autant  plus  grands  v 
tout  étant  égal  d'ailleurs ,  que  la  maâi^e  et  la  vitesse  ac-» 
tuelle  des  parties  de  la  machine  sont  plus  petites/ 

Si  d'ailleurs  le  mouvement  s'opère  d'une  manière  réf 
gulière,  les  mêmes  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des 
résistances ,  et  tes  mêmes  valeurs  de  la  vitesse  d«  obàNt. 
que  partie  se  reproduisent  dans  lecçurs  de  chacune  des 
périodes  entre  lesquelles  la  durée  du  mouvement  est 
partagée.  Par  conséquent  la  force  vive  des  parties<de  la 
macbitie  reprends  ii  la  fin  d'une  de  ces*  périodes^  Jamêtne 
valeur  qu'elle  avait  au  commenceriieiit*  D'où  :Fon  peut 
conclure ,  par  Féquatiopi -(A)  du  n'"  362,  que  dans  un 
intervalle  de  temps  compt^nant  im  nombre  Jei^tier  tiei 
périodes  dolit  il  s'agit,  la  quantité  d'action  produite  fiar 
le  moteut  est  toujours  égale  aun  <fnantitéii  ^d'action  eoii* 
sommées  paf  la  résistance  réàaltant  du  travail  de  la>  àka-» 
chine ,  et  par  les  résistancesintérieures  produite^  par  If 
mouvemeint  même  des  pa^tres  dera^pâreîKi      n  •  i     »- 

Lorsque ,  coïi^me  on  Fa  supposé  n"  BSS ,  la  nicpavéknettt 
d'une  machine  est  uniforme,  la  rektioxt  «[ui  doit^jêtPé 
établie  ëntr0  le  moteur  et  la  résistance ré^te  de  ce  que 
leurs  efforts  doïvëut  arvoif  les  Valeurs  convenables  poài^ 
qu'il  y  ait  équilibre  statique  entre  ces  effort».  Lot^que, 
comme  nous  le  «ilpposèns  ici ,  (e  mkkivemelit'présisnttt 
des  variations  périodi4|ues ,'  cette  méÉne>rëlatiaff  doit 
résulter' Je  Tégalitë  des  quantités  'd'action  produiteà 
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respectivement  par  la  résistance  dans  le  cours  de  chaque 
période.  On  posera  donc  l'équation 

jfdp=sJFdf+JQdq,.. (D) 

les  intégrales  f  étant  supposées  prises  pour  un  inter- 
valle de  temps  au  commencement  et  à  la  fin  duquel  les 
vitesses  désignées  par  j^  ont  les  mêmes  valeurs.  Et  cette 
équation  devra  être  considérée  comme  exprimant  une 
sorte  d'équilibre  dynamique,  d'après  lequel  la  grandeur 
de  1  action  du  moteur  qui  exécuterait  un  travail  donné 
pourrait  toujours  être  déterminée. 

355.  La  question,  qui  se  présente  ordinairement  dans 
le  calcul  d^une  machine  consiste  à  déterminer  Faction  du 
moteur  qui  est  nécessaire  pour  produire  un  efiet  donné  ; 
ou  bien  l'eSet  qui  sera  produit  par  la  machine  lorsqu'on 
lui  appliquera  un  moteur  dont  l'action  sera  donnée.  On 
voit  par  les  notions  précédentes  que  cette  question  est 
toujours  ramenée  à  disting^e^  les  efforts  exercés  aux 
points  d'application,  du  moteur  et  de  la  résistance,  et  s^ 
savoir  apprécier  les  forces  intérieures,  telles  que  les 
frottements  et  autres  résistances  de  cette  nature ,  que 
ractioii;du  moteur  doit  surmonter.  Ces  forces  étant  éva- 
luées ,  l'application  des  principes  de  statique  et  de  dyna- 
mique exposés  dans  les  articles  précédents  conduira 
toujours  à  1^  connaissance  des  relatiooa  cherchées  ^  relar 
tions  dont  la  nature  a  été  indiquée  dans  les  n®'3S3et35{|.. 
Nous  ^^  pouvons  d'ailleurs  entrer  ici  dans  les  détails 
qui  seraient  nécessaires  pour  mettre  à  même  d'apprécier 
dans  divers  cas  les  résistances  intérieures,  objet  qui  eiige 
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une  étude  spéciale  ;  et  nous  ajouterons  seulement  une 
remarque  relative  au  cas  où  il  s'opérerait  des  chocs  dans 
le  mouvement  de  Tappareil. 

On  doit  alors  appliquer  les  notions  présentées  dans 
les  n~  339  et  suivants  ;  et  par  conséquent  l'altération 
produite  dans  le  mouvement  de  l'appareil  par  l'effet 
d'un  choc ,  doit  être  considérée  comme  dépendant  de  la 
nature  physique  des  corps  ,  et  par  conséquent  comme 
inconnue  ,  à  moins  d'une  recherche  spéciale  fondée  sur 
la  définition  mécanique  de  leur  composition.  Mais  on 
regarde  ordinairement  dans  les  applications  les  corps 
entre  lesquels  les  chocs  s'opèrent  comme  présentant  les 
propriétés  admises  dans  le  n*"  d&O  ,  d'où  il  résulte  que 
les  surfaces  en  contact  des  deux  corps  qui  se  sont  cho- 
qués, sont  supposées  ne  point  se  séparer  dans  ITinstant 
qui  suit  le  choc,  et  que  par  l'effet  du  choc  le  système  a 
perdu  la  quantité  de  force  vive  qui  serait  due  aux 
vitesses  que  les  corps  ont  perdues.  En  opérant  d'ail- 
leurs conformément  aux  notions  présentées  dans  le 
n?  275 ,  et  à  ce  qui  a  été  dit  à  la  fin  du  u"^  3&1 ,  on 
déterminera  toujours  les  changements  de  vitesse  résul* 
tant  des  chocs ,  détermination  pour  laquelle  il  faudra 
en  général  prendre  en  considération  des  résistances  par^ 
ticulières  qui  ne  se  développent  qu'à  l'instant  du  choc , 
et  cessent  quand  il  est  terminé.  On  pourra  donc  appré- 
<;ier  les  pertes  de  force  vive  qui  résulteraient  d'un  choc. 
Quant  à  la  manière  d'en  tenir  compte  dans  le  calcul  de 
la  machine  ;  soit  en  général  m  la  masse  d'une  partie  de 
cette  machine ,  et  v"  la  différence  entre  les  vitesses  de 
cette  partie  qui  ont  lieu  avant  et  après  le  choc  :  la 
perte  de  force  vive  due  au  choc  sera,  d'après  ce  qui  a 
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éié  dit:  ci-desfiU4^  et  conformément  au  n^'Sil,  expri* 
mée  par  5<m^,  le  signe  S  indiquant  que  Ton  a  formé  la 
somme  de  toutes  les  pertes  de  force  vive  m\f^  qui  ont  eu 
lieu  dans  Tappareil.  On  en  conclut  que  les  forces  inté- 
rieures, développées  pendant  la  durée  du  choc,  ont  pro- 
duit, une  quantité  d'action  exprimée  numériquement 
par  7  S/»K*;.  et  par  suite  qu'en  posant  l'équation  (D)  et 
opérant  de  la  manière  indiquée  n^  354 ,  on  doit  ajouter 
cette  quaAtité. d'action  au  second  nombre,  et  écrire  : 

jpaf/i=^fFrf/'+-|s.m^-f.fQ^ (E) 

Il  est  nécessaire  en  effet  que  le  moteur  ait  reproduit 
dans  le  sens  du  mouyement  la  quantité  d'action  que  les 
forces  développées  parle  choc  ont  consommée;  puisque 
nous  supposons  qu'à  la  fin  de  Tintervalle  de  temps  pour 
lequel  Içs  intégrales  désignées  par  J  sont  prises ,  toutes 
les  parties  de  l'appareil  ont  repris  les  vitesses  qui 
avaient  lieu  au  commencement  de  cet  intervalle,  en 
sorte  que  la  force  vive  du  système  n'a  subi  aucune  alté- 
ration. ' 

35^.  L'^utilité  principale  des  machines,  c(msidérées 
sous  le  point  de  vue  économique,  consiste  dans  les 
moyens  qu'elles  présentent  pour  substituer,  dans  les  opé- 
rations des  arts,  les  forces  des  animaux  et  surtout  celles 
des  agents  naturels  (  tels  que  la  chute  des  corps  graves , 
le  choc  des  vents ,  les  changements  d'état  produits  par 
la  chaleur,  etc.  )>  à  la  force  plus  coûteuse  de  l'homme. 
On  donne  en  général  le  nom  de  moteur  à  tout  agent 
naturel  dont  l'action  peut  faire  marcher  une  machine  et 
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exésUter  fotr  ik>A  tatifm  «ft  tMtail.  Aiiisî  TactioÉi  d'en 
au  flûkieûtè  aoltmiix ,  «elle  d'une  dutte  êtmvi ,  odfte  du 
ftùi  ibtii  U  thùt  t^tit  rèçii  «ur  une  êtxtfyée  dMnée , 
cdlt  iftA  itù^ië  ie  la  66iiJ^tteh  àMim  qoÊMiU  éè- 
xtriÈiAét  àt  (AâthfOï^  etc.,  éàùi  d«8 tttcrteiM. 

Un  ttkùitM  étant  donné,  il  èét  évident  ^e  la  quanltité 
de  <ratâil  qnt  l'on  (Mintf  lAi  fbifè  |in)duire  est  fiaii- 
tée.On  réiconn^ttt  de  plUé ,  (ttr  nnetianen  jfitenttf  »  qœ 
Ton  peut  firei^  du  même  moteur  deë  c(ttantitéis  de  travail 
tréa-différentes ,  suivant  la  manière  dont  son  action  est 
employée.  En  déiignanti  comme  éî^essusf  par  P, 
TeSort  exercé  par  le  moteur^  et  par  V,  la  vitesse  du 
point  d'application  de  cet  eSbrt ,  on  a  PV  pour  l'expres- 
sion de  la  quantité  d'action  produite  dans  l'unité  de 
temps.  Or  les  quantités  P  et  V  sont  toujours  liées  Tune 
à  l'autre  de  telle  manière  que  l^une  diminue  quand 
l'autre  augmente  :  on  doit  cherckef  à  régler  faciion  de 
fnaniêre  que  la  valeur  du  prôdbît  t^Y  soit  la  {due  gMtide 
qu'il  eët  i^teible. 

Lorsqu'il  il'agft  de  llkovnme  ou  d\in  àninutl  qui  «e 
peut  travaille^'  (chaque  jour  que  pendant  tlticei^tidii  t^èaifis 
T,  l'action  journalière  est  représentée  par  PVT. 

Les  trob  fisnteurs  4e  ce  {Hrodôit  ont  é^iedenàeil  des 
Tateurs  dépendantes  les  «hms  des  autreii,  dont  dlaewie 
dimimëe  nécetsaktaatcnt  lorsque  les  demi  autres  emg^ 
mentent  »  et  qu*il  feut  dierelier  à  régler  de  liiamè^e  à 
obtenir,  à  fetiglie  égale,  la  plus  gt^ande  quantité  de 
travail  qu'il  est  poès^le. 


Digitized  by 


Google 


_  37.  ^ 

XXlV.  Equations  générales  de  l'équilibre  d'un  fluide 

SOLUCITÉ   PAR    DES   FORC|â   QUELCONQUES. 

357.  On  désigne  généralement  parlé  nom  dé  fluides 
les  corps  qui  n'opposent  presque  aucune  résistance  lors- 
qu'on entreprend  d'en  faire  mouvoir  les  parties  les  ûneé 
par  rapport  aux  autres ,  ou  par  rapport  aut  {>aroisf  so- 
lides des  vases  dans  lesquels  les  fluides  sont  contenus. 
On  distingue  d'ailleurs  deux  espèces  de  fluldeé  :  1^  tés 
fluides  incompressibles  dons  lé  volume ,  à  masse  égate\ 
est  sensiblement  invariable ,  et  qui ,  lorsqu'ils  lié  soàt 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure,  peuvent 
être  contenus  dans  Un  vase  de  figure  quelconque  sans 
exercer  aucun  effort  contre  les  parois  de  ce  vase  ;  2*  les 
fluides  élastiques ,  dont  le  volume ,  à  masse  égalé,  peut 
varier  d'une  manière  indéfinie ,  dont  les  parties  tendent 
sans  cesse  à  s'écarter  les  unes  des  autres  par  l'effet  d'une 
force  de  répulsion  intérieure ,  et  qui  exercent  toujours 
un  certain  effort  contre  les  parois  des  vases  qui  les  Con- 
tiennent. 

Nous  disons  que  les  âuides  tf  opposent  presque  au- 
cune résistance  quand  on  entreprend  d'en  faire  mouvoir 
les  parties.  En  effet,  dans  la  nature,  ces  parties  présen- 
tent généralement  un  certain  degré  d^adhérence,  et  elles 
ne^peuvent  être  mues  les  unes  par  rapport  aux  autres 
sans  un  effort  sensible.  Mais  comme  les  résistances  dont 
il  s'agit  sont  fort  petites  par  rapport  aux  forces  qui 
produisent  les  phénomènes  principaux,  il  convenait  d'en 
faire  d'abord  abstraction  en  formant  ta  tbéorie  méca- 
nique de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  fluides. 
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358.  Gela  posé  ,  nous  considérerons ,  en  premier  lieu  , 
les  positions  de  l'équilibre  d'une  portion  de  fluide  AB 
contenu  dans  un  tuyau  solide  et  fixe  (fig.  36),  dont  la 
section  est  uniforme  et  infiniment  petite,  et  dont  l'axe  est 
une  ligne  quelconque  donnée.  On  suppose  qu'aux  extré- 
mités A,B  de  la  colonne  de  fluide ,  se  trouvent  deux  dia- 
phragmes mobiles  auxquels  sont  appliquées  extérieure- 
ment des  forces.  De  plus  ,  les  molécules  du  fluide  sont 
sollicitées  par  des  forces  quelconques.  Pour  trouver  les 
conditions  de  l'équilibre  de  ce  système ,  on  remarquera 
que,  par  la  nature  du  fluide ,  une  tranche  quelconque 
mn  y  dont  nous  supposons  l'épaisseur  infiniment  petite, 
peut  glisser  librement  dans  le  sens  de  l'axe  du  tuyau. 
Cette  tranche  est  sollicitée  :  !<"  par  la  pression  que  le 
fluide  supérieur  exerce  sur  sa  face  m  -,  2^  par  la  pres- 
sion que  le  fluide  inférieur  exerce  en  sens  contraire  sur 
sa  face  n  ;  3®  par  les  forces  agissant  sur  les  molécules 
dont  elle  est  composée.  Les  deux  pressions  peuvent  être 
regardées  comme  dirigées  suivant  la  tangente  à  Taxe 
du  tuyau  menée  par  le  centre  de  la  tranche,  puisque  nous 
supposons  l'épaisseur  de  cette  tranche  infiniment  petite. 
L'équilibre  exige,  donc  que  la  différence  de  ces  pressions 
soit  égale  et  de  signe  contraire  à  la  force  agissant  sur 
les  molécules  de  la  tranche ,  décomposée  dans  le  sens  de 
la  tangente  à  l'axe  du  tuyau.  Nous  nommerons 

M       Taire  constante  et  infiniment  petite  de  la  sec- 
tion transversale  du  tuyau  ; 
Xyj^z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  l'axe 
du  tuyau  où  est  placée  la  tranche  mn; 
s      la  longueur  de  cet  axe  comptée  d'une  origine 
fixe  jusqu'au  même  point  ; 
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a,  b  les  valeurs  de  l'abscisse  x  pour  les  points  A,B 
de  Taxe  du  tuyau  où  sont  placées  les  extrémités 
de  la  colonne  de  fluide; 

P,Q    les  valeurs  rapportées  à  T unité  de  surface  des 
pressions  qui  sont  exercées  sur  les  sectionç  ex- 
trêmes A,B  ; 
p       la  valeur,  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  de  la 
pression  qui  est  exercée  sur  la  face  de  la  tranche 
mn  placée  à  l'extrémité  de  l'arc  s  ; 
f     la  densité  du  fluide,  ou  la  masse  de  Tunité  de 
volume,  dans  le  lieu  du  tuyau  où  est  placée  la 
tranche  mn; 
X,Y,Z  les  valeurs  des  vitesses  qu'imprimeraient  dans 
l'unité  de  temps  aux  parties  matérielles,  dans  le 
sens  des  coordonnées  x,j^,z,  les  forces  agissant 
sur  les  molécules  du  fluide  placées  dans  le  même 
lieu  du  tuyau  ; 

et  nous  remarquerons  que  la  figure  du  tuyau  est  donnée 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  x^y-yZ  dans 
lesquelles  x  sera  prise  pour  la  variable  indépendante. 
L'arc  s  doit  alors  être  regardé  comme  une  fonction  de  x; 
et  il  en  est  de  même  de  la  pression  p ,  de  la  densité  p,  et 
des  composantes  X^Y^Z  de  la  force  par  laquelle  les  mo- 
lécules du  fluide  sont  sollicitées. 

Le  volume  de  la  tranche  mn  étant  <t>ds ,  et  sa  masse 
ptads^  l'effort  exercé  sur  cette  tranche ,  décomposé  dans 
le  sens  de  Taxe  du  tuyau,  est 


,.*(xj..f«5). 
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JLiQs  valwrs  des  pressii^nç  eicetcées  #i|r  ses  deut  faces 

«taxait  d'aillejurs 

ptù    et    (p'¥dp)fù , 

on  voit  que  la  condition  de  l'équilibre  de  la  trianche 
énoncée  ci-dessns  s'exprimera  par  l'équation 

dp  —  ^ÇS.dx+Xdy+Zdz), 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  expressions  de  j?  et  p  en  x 
dans  toute  l'étendue  du  fluide. 

359.  On  déduit  de  l'équation  précédente 

p=const.+J*p(S.da:+Ydy+Zdz); 

et  comme  on  doit  substituer  dans  la  qiliwtité  qui  est 
sous  le  sigQe  d'intégration  les  valeurs  dej^z^^X^^Y  et  Z 
m  X ,  l'inté^ale  est  ici  une  intégrale  ordipaire  relative 
à  la  variable  x.  Il  faut  d'ailleigirs  que  l'expression  pré- 
f:édente  convienne  au^  deux  extréi^ité3  A,B  de  la 
colonne  de  fluide.  Ainsi  ^  Ton  aura  d'^d)ord,  pour  la  va- 
leur de  la  pression  dans  une  section  quelconque  m^ 

'  et  de  plus  réqtiation 

J  a 
pour  exprimer  la  condition  de  l'éqpâlibre  de  cette  co- 
Ipnne.  La  conditiooi  de  l'équilibre  lais^sç  donc  entière- 
ment arbitraires  les  valeurs  des  forces  X,  Y»  Z^  pourvu 
que  l'-on  soit  maître  de  fixer  la  différence  des  pressions 
extrêmes  P  et  Q. 

360.    Si   les    molécules  du   fluide    n  étaient    solli- 


jp=:i?-f-j  p(Xrf.r+Yc?r+2rfz); 
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citjées  pajr  a^içi|p^  forc^,  réqpatiqp  pr/Bcé4çffie  se  ré- 
duirait à 

c'fiftt-Mire  ^«i«  IVéquiliferp  e^igcirai^  Ti^^iJ^  ^çs  4^W 

4nâre  aux  dieux  e3;ir;émibé«  de  h  ^quAt. 

G^  céflMtbaU  i2onvi«oiM»it  ^gid^mi9i(  a^  ca^  dW 
fluide  incompreAsibl^  ddn»  l^ml  h  dap^Mté  ^^t  c^r 
•Unie  au  Taiijat>lf,i^jaii  4:»»  ^'iMifluf de  41aHique.  lifeM 
rci;(iar«pier  ^ukmt nt  que  $'i\  «  e^tt;  d'«M  ftui4e  îfîca«ii- 

où  l'on  jttppfMemit  iiiill«ê  les  pri^iw^  eitirMfi^  ?,  Q  ; 
ijuidifi  i;»  «ela  «armait  ii»iK>Miliile  paiH*  uq  fluide  &î^- 
tique  «  jà  raison  dei  forces  inAérienre^i  qvi  tmd^ot  s^iQs 
cesse  à  iaire  aiigoieoter  leyoivme  de  ce  cprps. 

361.  GoQsâdécoiie  mail)  teoeiit  Mne  porlipp  de  Aaide 
iiic(M»|»e8«Me  r/impU&9mlt  im  y^m  fermée  qm^opqUjB , 
H  »»ipf99QW  d'9)ME>rd  que  ]^  n»Ql^ç^e«  ne  ^o^^t  ^olli- 
cMfi9  p^r  miçufie  Jforçe.  jLes  p^tHl^^  4^  ftixide  de- 
nmtf^r^Oit  mjmMf^^  ^ms  ^erc^r  a^çMUfi  pr^iop 
tes  «mes  cQutre  Ifis  autr;«is,  m  icotntr^  1^  pa^oi  du  «ya^e. 
Aitmmm  «Mmie  q»  Mn^  partie  quç)ix>^ue  ip^> 
Diment  petite  A  (fig.  37)  de  la  paroi  du  va^e  d^v^çpjue 
uo  di^hjragiue  vmhih  ayaxtt  pour  ja^r^  0,  et  sur 
lequel  lOAfx^o^  ei^tm^wm^es^X  un  ffiovt  P^,  çp  fH^irte 
qtt'il  en  résulta  pwr  J'uuit^  djç  wrftyçe  dç  f^  <dw- 
plMi^p^e  la  prwsiw  Pt  i'^quilitwf  4¥  ftuid^  PP»|;w^ 
dans  le  v^se  ^i^igera  que  ç^^  pi:€;ssji9^  ^9^  tr?p^uP9i»e 
dans  toulies  ses  parties;  c'^t-à^dÂr^  quç  ^i  ¥m  y  »ène 
un  pkn  qMekoaqv«e  B ,  les  deux  por.Uw$  d^  li^M^ 
serrées  par  ce  plap  leii^rceront  Tune  coui^re  Tautre  upe 
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pression  dont  la  valeur,  rapportée  à  l'unité  de  surface, 
sera  la  même  pour  toutes  les  parties  du  plan,  et 
égale  à  P.  En  effet ,  une  portion  quelconque  infiniment 
petite  du  plan  dont  il  s'agit,  dont  Faire  serait  0»,  peut 
toujours  être  regardée  comme  l'eitrémité  de  la  colonne 
de  fluide  AB,  de  grosseur  uniforme  et  de  figure  quel- 
conque. Or  si  l'équilibre  subsiste ,  cet  équilibre  ne  doit 
pas  être  altéré  lorsqu'on  admet  que  tout  le  fluide  de- 
vient solide  à  l'exception  de  la  colonne  AB.  Donc  cette 
colonne  considérée  comme  étant  contenue  dans  un  tuyau 
solide  fixe  doit  être  en  équilibre.  Il  est  dcmc  nécessaire, 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précé- 
dent, que  des  pressions  égales  entre  elles  soient  exercées 
en  sens  contraires  aux  deux  extrémités.  On  pourrait 
également  supposer  l'extrémité  B  de  la  colonne  AB 
placée  en  un  point  quelconque  de  la  paroi  du  vase. 
Ainsi  dans  un  point  quelconque  de  l'intérieur  du 
fluide  ou  de  sa  surface ,  et  quelle  que  soit  la  direction 
d'un  plan  que  l'on  fierait  passer  par  ce  point,  les  deux 
parties  séparées  par  ce  plan  exercent  l'une  contre 
l'autre  une  pression  dont  la  valeur  est ,  à  surface 
égale ,  la  même  qui  a  lieu  sur  le  diaphragme  mobile 
placé  en  A. 

362.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  s'il  y  avait  à  la 
surface  du  vase  d'autres  ouvertures  fermées  par  des  dia- 
phragmes mobiles  dont  les  aires  seraient  &)',  J'y  tJ",  etc. , 
l'équilibre  exigerait  que  Ton  appliquât  extérieurement 
à  ces  diaphragmes  des  efforts  Pw',  PJ',  P»",  etc. 

On  vérifie  d'ailleurs  que  ces  forces  qui  «e  feraient 
ainsi  équilibre  sur  un  système  formé  de  la  paroi  fixe 
du  vase  et  du  fluide  incompressible  qui  y  est  contenu. 
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auraient  entre  elles  les  relations  qui  seraient  données 
par  l'application  immédiate  du  principe  des  vitesses 
virtuelles.  Admettons  en  efiet  qu'un  mouvement  très- 
petit  ait  été  imprimé  au  fluide,  par  TeiTet  duquel  les 
diaphragmes  »,  w',  «",  etc.,  se  soient  mus  parallèlement 
à  eux-mêmes  des  quantités  $p,  Sp'^  3p",  etc.  Désignant 
généralement  par  P,  F,  F',  etc.,  les  pressions  exercées 
extérieurement  sur  Funité  de  surface  de  chaque  dia- 
phragme,  la  condition  de  l'équilibre  donnée  par  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  est 

P«.a^+Fûi'.^/;'+FV'.a^"+etc.=0. 

Or  le  volume  total  du  fluide  étant  supposé  invariable, 
la  condition  à  laquelle  les  mouvements  des  parties 
diu  système  sont  assujettis  est  exprimée  ici  par  l'équa- 
tion 

«.^+«'.^/)'+»".5;f/'+etc.  =0 , 

avec  laquelle  la  précédente  ne  peut  pas  subsister  à 
moins  que  l'on  ne  prenne  P=F=F'=etc. 

363.  Si  le  vase  renferme  un  fluide  élastique  dont 
les  molécules  ne  soient  sollicitées  par  aucune  force, 
on  verra ,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du 
no  361,  que  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  c'est-à-dire  pour 
que  les  partiesdu fluide  demeurent  immobiles,  il  doit 
exister,  dans  tous  les  points  de  ce  fluide,  et  suivant 
toutes  les  directions ,  une  pression  constante.  Cette 
même  pression  est  également  exercée  contre  la  paroi 
solide  du  vase.  Elle  est  due  à  la  force  répulsive  des 
molécules  du  fluide.  S'il  existe  dans  la  paroi  du  vase 
une   ou   plusieurs   ouvertures   formées   par  des   dia- 
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pbr^Qies  ,  il  fau4i*a  aécessair^ment ,  pour  qute  V0* 
qiiUibrç  ne  sQit  ppint  rompu,  leur  applu(U«f  exté- 
riewemeut  d^  forons  éf^Ufi  au  produit  âe  r«û«  du 
diaplurag^e  par  la  valeur  4»  !a  pr^^ou  intÔEiouire  rap- 
porta h  l'unité  de  surfine. 

86fc.  Admettoni  préaenteineAt  que  les  ttielécules  d'im 
Anide  încompreê^ible  ou  élastique  sont  sollieitées  par 
des  forqes  quelconques,  et  cïierehous  les  conditions 
de  i*équilibre  de  ces  forées.  Si  cet  équtbbfe  existe,  il  nf 
sera  point  détruit  dans  le  cas  oà  tout  le  fluide  deviendrait 
solide  à  l'exception  de  la  colonne  de  figure  quelconque 
AB  (fig.  38),  supposée  d'une  grosseur  uniforme  et  in- 
fii»iiiu^t  petite.  Ponçcfst^  ogÂ^nue,  içpnsidér^  comm^ 
cwjteoue  dans  uo  tuyau  9Plide  fil»*  ^i^ra  «n  jéquimNr^,  ^t 
on  pourrai  lui  aj^iqu^r  1(^  r^ultats  ^M^enw  n^  358 
et  359,  en  sorte  qu'on  aura  les  équations 

dp=rp(Kdx^Ydx+Zdz) , 
et 

dajpis  lesqu^dles  ond^it  ri9gar4^  l^  cpordoun^iip  x,  f ,  z 
comme  apparteoant  à  Jla  ligu^  qw  form^  Taw  du  tuyav- 
J^  constante,  dMs  Ye^^m9imd^Pè  repré^isute  évidem- 
«nrat  la  yalieur  de  la  ppwdm  à  Y^tfiréwié  A  du  fiiya?i 
la  pl<is  y<>isiae  à»  Fpri^e  des  wovAwM^-  Eu  prenant 
riut^ak  entre  des  timitc^  oorrespoodai^it  k  V^tri- 
miié  Adt  k  on  point  qiiel(Con^ei».du  tMynu»  Vé^gv^ti^m 
Ijoée^dente  donnera  la  pceasMO  qui  »  lim  ^U  poi^t  m 
dans  le  se^is  de  Taxe  du  t^au*  En  prienant  ceMte  wiéme 
iirtégrale  enlre  les  limites  qui  r épioodent  awi:  e^ré- 
mités  A  et  B,  Téquation  donnera  la  pression  q^tii  a  lieu 
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à  )!extf:émi^é  B.  Pon^r  trovvfer  ^'pîU^Mrs  la  valeur  de 
Yi^iégv^le  dopt  il  ?>gU,  pp  siiMHUerpit  daaç  fci  fonc- 
tion p  (  XJx-f-y^fZ^),  à  la  placée  de  j^  et  ^,  /jy  et  <;?z, 
Ifsvins  valeuris  en  x  et  ^  j<|o»imep  par  1/^  éqUatipos  de 
Y^^e  du  tuyaju^  et  Ton  a'aurait  plu^qu'iMteiotégrate «im- 
pie relative  à  lia  seule  variable  Xy  doot  la  Taleur  peut  tou- 
jours être  déterminée. 

Mais  nou$  rembarquerons  ^ju'eutre  le6  deux  points 
A  et  B  pris  arbitrairement  dans  le  fluide^  oh  peut  con- 
cevoir une  infinité  de  canaux  de  figure  quelconque  à 
chacun  desquels  ce  qui  vient  d'être  dit  peut  être  appli- 
qué. Or,  quelle  que  soit  la  figure  airibuée  au  canal ,  il 
est  nécessaire  qu'il  résulte  de  l'opération  précédente  une 
même  valeur  pour  la  pression  existante  à  l'extrémité  B  ; 
d'où  l'on  conclut  que  la  fonction  p(Kdx'{-Yeiy'\-Zdz)  doit 
être  telle  que  prenant  l'intégrale  Jp0Ldx'\-Ydy'\-Zdz) 
entre  des  limites  correspondantes  à  deux  points  quel- 
conques du  fluide ,  on  trouve  pour  cette  intégrale  une 
même  valeur,  quelle  qUe  soit  la  relation  supposée  entre 
les  variables  x,  y^  z.  Donc  l'intégrale  dont  il  s'agît  doit 
pouvoir  être  prise  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  substituer 
pour  y  et  z  leurs  valenrs  en  x ,  c'est-à-dire  que  la  fonc- 
tieyBp(Xefa:-fy4^rf  Zdi»)  do^t  êtreJa  difiSsrebtijelie  com- 
jflit» (d'iuué  fgmiifm  die»  irm&  variables  x,  f ,  xr.  Cette 
QmditiQu  !^  »%fitmm,  0ùn£(»tméoketki  ?u  nT  366  des 
l^fQHfi  d'Jrmlf^^ ,  par  tes  «qualipas 

-  d.çTL       d.pY    d.pX       d.pZ    d.pt  ^d.pZ 
dy    ^  "dx^'^dz"^  dx   '"d^"^^' 

auxquelles  les  valeurs  des  forces  X ,  Y,  Z  doivent  satis- 
faire dans  toute  l'étendue  du  Huide  ,  pour  que  ce  fluide 
demeure  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  forces. 


Digitized  by 


Google 


—  38o  — 

Dans  le  cas  particulier  où  le  fluide  est  incompressible 
et  homogène ,  la  densité  p  étant  constante ,  il  est  néces- 
saire, pour  que  l'équilibre  subsiste ,  que  la  fonction 
XdxA-Ydy-hZdz  soit  une  difierentielle  complète  d'une 
fonction  des  trois  variables  x  j  y^  z,  et  par  conséquent 
que  les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  chaque 
molécule  satisfassent  aux  équations 

dX._dY    dX._dZ    dï_dL 
dy       dx  '  dz       dx  '  dz        dy 

L'action  de  la  plupart  des  forces  naturelles  est  conforme 
à  ces  conditions.  Elles  seront  accomplies  toutes  les  fois 
que  les  molécules  du  fluide  seront  sollicitées  par  des 
forces  émanant  de  centres  fixes ,  et  dont  l'intensité  sera 
fonction  des  distances  des  molécules  à  ces  centres  y  ou 
par  des  forces  qui  s'exercent  entre  ces  molécules  mêmes , 
et  sont  fonctions  de  leurs  distances  mutuelles. 

366.  Les  équations  du  n*"  36&  étant  satisfaites  ,  la  va- 
leur de  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  est 
donnée  dans  un  point  quelconque  du  fluide  par  l'équa- 
tion suivante  : 

L'expression  de  p  en  a;,  /,  z,  n'est  autre  chose  que  la 
fonction  même  de  ces  trois  variables  dont  la  quantité 
p(X<2a?4-.YJ;^-f-ZJz)  est  la  différentielle  complète.  Ainsi, 
dans  un  fluide  en  équilibre ,  la  pression  est  toujours  ex- 
primée par  une  fonction  finie  des  coordonnées  auxquelles 
sont  rapportés  les  points  dufluide.  Il  est  visible  d'ailleurs 
que  pour  un  point  donné ,  la  valeur  de  la  pression  sera 
trouvée  la  même  ^  quelleque  soit  la  direction  dans  le  sens 
de  laquelle  on  la  considère ,  puisque  p  n'est  exprimé  qu'en 
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ioDction  des  coordonnées  du  point  m,  et  ne  dépend  nul- 
lement de  la  direction  de  l'axe  de  la  colonne  AB  en  ce 
point.  La  constante  se  déterminera  d  après  la  valeur  de  la 
pression  dans  un  point  déterminé  du  fluide  ,  valeur  qui 
doit  être  donnée.  En  mettant  ensuite  dans  la  formule 
précédente,  pour  x^y  ^  z,  les  coordoilnées  d'un  point 
quelconque  du  fluide,  on  connaîtra  la  pression  qui 
s  exerce  en  ce  point  dans  toutes  les  directions. 

367.  La  même  formule  donne  également  la  pression 
exercée  contre  la  paroi  solide  d'un  vase  dans  lequel  le 
fluide  serait  contenu.  Cette  pression  est  alors  détruite 
par  la  résistance  de  la  paroi.  Mais  lorsque  la  surface 
du  fluide  n'est  pas  appuyée  contre  une  paroi  solide,  et 
ne  reçoit  aucune  pression  extérieure  ,  l'équilibre  exige 
évidemment  que  l'expression  précédente  àep  devienne 
nulle  lorsqu'on  y  met  pour  x^y^z  les  valeurs  qui  appar- 
tiennent à  cette  surface.  Cette  condition  ne  peut  sub- 
sister en  général  à  moins  que  Ton  n'ait 

équation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées 
xy^z  appartenant  à  la  surface  libre  du  fluide,  et  qui 
doit  être  regardée  comme  l'équation  difiérentielle 
de  cette  surface.  Elle  indique  une  propriété  remar- 
quable de  la  surface  dont  il  s'agit ,  qui  consiste  en  ce 
que  la  direction  de  la  normale  en  un  point  quelconque 
coïncide  toujours  avec  la  direction  de  la  force  par  la- 
quelle les  molécules  du  fluide  sont  sollicitées. 

On  remarquera  que  cette  équation  difiérentielle 
appartient  non-seulement  à  une  surface  dans  tous  les 
points  de  laquelle  la  pression  est  nulle,  mais  encore 
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à  tout«  $urface  datis  tous  lès  points  de  laquelle  la 
pression  conserve  une  valeur  constante  quelconqive. 
On  a  nomtné  léS  surfttcés  dont  il  s'skgit  gtgrjiuei  de 
nweaa,  et  on  les  distingue»  dans  fhitérîeur  d-un 
fluide,  pur  leur  propriété  de  raiûiontrev  toujours  à 
angle  droit  la  directkm  de  tft  forcé  qui  sollicite  le^ 
molécules  dei  et  fluide. 

Lorsque  la  éurface  d'un  fluide  ne  s'appuie  point 
contre  une  paroi  ëolicle,  et  qu'elle  supporte  néanmoins 
dans  tous  ses  points  une  preésiotti  normale  ccmstanto, 
comme  cela  a  lieu  dans  le  das  où  la  ptession  iitmosphé-^ 
rique  s'exerce  sur  cette  surface,  l'équilibre  eiige  éviàem* 
ment  que  th  figttte  satisfasse  à  la  eonditioâ  précé^ 
dente;  c'est-à^ire  qu  elle  soit  tine  surface  de  niveau. 

On  voit  d'ailleurs  que  l'équation 

devant  être  toujours  iutégrable ,  soit  d'elle-même ,  soit 
en  la  multi^iant  par  le  facteur  ,0;  la  surface  libre  d'un 
fluide  en  équilibre  est  toujours  représentée  par  une 
équation  finie  entré  les  coordonnéeîs  Jk*,;^,^. 

368.  Dans  la  plupart  des  cas  naturels,  la  fonction 
Xdx'-\-Ydj-\-Zdz,  comme  on  Ta  remarqué  n®  365  ,  est 
la  différentielle  complète  d'une  fonction  de  x^,z  que 
nous  désignerons  par  H.  On  aura  donc  alors 

t^^p.dH     et     Ji2*fc#énj<.-f  yp.rfn. 

Or  il  est  nécessaire  pour  l'équilibre  du  fluide  que  p.dtl 
soit  une  difiérentîelle  complète  d'une  fonction  de  oc^y.Zy 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  p  ne  soit  une 
fonction  de  II.  Donc  p  sera  une  fonction  de  p  ,  et  par 
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cofiséquent  ces  deux  qtiaiiUtés  varieront  eUsembfe 
ou  demeureront  constantes  ensemble,  quand  on  passera 
d'un  ptrint  à  Faûtre  du  fluide.  L'équilibre  exige  donc 
que  la  detisité  soit  constantie  en  Inéme  temps  que 
la  pression  daùs  toute  l'étendue  de  chacune  des  sur- 
faces de  nîveatt.  Ainsi,  quand  les  ()arties  d'un  fluide 
n'ont  pas  là  ztième  deïi^ité,  «tfes  se  disposent  eûite 
elles  en  S^  iMttant  eh  équifibi^  sous  l'aètion  de  forces 
quelconques ,  de  manière  que  Its  parties  dont  la  den- 
sité est  là  ititmé  forment  déà  couches  séparées  par  les 
surfaces  de  niteaù  Cette  disposition  est  nécessaire  pour 
que  réqùiiibre  puisse  subsister. 

Dan^  lé  tks  d'iïn  fluide  incompressible  et  hétérogène , 
l'équilibré  petit  atoir  lieu,  quelle  que  spîtla  loi  suivant 
laquelle  la  densité  Varie  d'une  couche  de  niveau  à  une 
autr«.  On  doit  rétiiairquer  seulement  que  ré<|uilibre  lié 
sera  ëtàble  qu'autant  que  lés  couches  du  fluide  seront 
diépèséeé  de  ihànière  que  les  plus  dtenses  soient  les  plus 
ràppnMâiée^  dés  cétitries  dont  étilânent  les  forces  attrac- 
tives par  lesquelles  tes  molééttles  sont  sollicitées. 

96d.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  homogène ,  où 
là  deietsité  est  èuppôséé  proportionnelle  à  la  pression , 
là  léli  l^uivànt  laquelle  la  deUsité  varie  d'nne  couche  de 
niVéàU  à  une  autire  est  déterminée.  Soient 

k  étant  «é  oo«ffieiefit  boûtttant ,  f  équation  précédente 
devient 

P 

elle  donne  en  intégrant 

n  n 

fc         ,,  ^  A      * 

p:=zA.e    ,       dou  p=— -  ,e     , 
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A  étant  une  coûstante  arbitraire ,  et  e  la  l^se  des  loga- 
rithmes népériens. 

370.  Dans  les  questions  qui  se  rapportent  aus  effets 
naturels  ,  la  densité  ne  peut  être  supposée  proportion- 
nelle à  la  pression  dans  un  fluide  élastique,  à  moins  que 
la  tempérjEkl:ure  ne  soit  constante  dans  toute  l'étendue  du 
fluide.  En  général  1^  densité  est  fonction  de  la  tempé- 
rature et  de  la  pression.  L'équilibre  exigeant  que  le 
second  membre  de  l'équation  dp^pJH  soit  une  différen- 
tielle complète,  il  faudra  que  p  soit  une  fonction  de  II. 
Cette  équation  étant  intégrée  donnera  la  loi  des  pres- 
sions ,  d'où  l'on  conclura  celle  des  densités.  Mais  p  étant 
fonction  de  la  température,  il  en  sera  de  même  dep; 
d'où  l'on  conclut  que  la  pression  et  la  température  se- 
ront constantes  ensemblç  et  varieront  ensemble  dans  l'in* 
térieur  du  fluide.  L'équilibre  ne  peut  donc  subsister 
dans  un  fluide  élastique  à  moins  que  la  température  ne 
soit  uniforme  dans  tous  les  points  d'une  même  sur&ce 
de  niveau.  Dans  la  réalité ,  cette  proposition  doit  aussi 
s'appliquer  aux  fluides  appelés  communément  incom- 
pressibles ,  puisque  leur  densité  varie  sensiblement  avec 
la  température ,  ce  qui  explique  les  mouvements  que 
prennent  les  parties  d'un  fluide  de  cette  nature  par  le 
seul  effet  d'une  distribution  inégale  de  la  température. 

371.  Pour  donner  une  application  des  résultats  pré- 
cédents ,  ou  considérera  le  cas  d'une  masse  fluide  dont 
toutes  les  molécules  seraient  attirées  vers  un  centre 
pris  pour  origine  des  coordonnées  avec  une  force  pro- 
portionnelle à  leur  distance  à  ce  centre ,  et  tourneraient 
autour  de  l'axe  des  z  avec  une  même  vitesse  angulaire. 
Désignant  par  F  la  force  d'attraction  centrale  pour  l'u- 
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nité  de  massé  et  runité  de  distance  ^  la  valeur  de  cett^ 
force  au   point  ayant  pour  coordonnées  Xj^y.z   sera 

»^ï\/jc*-f^*-|-z*  ;  et  ses  trois  composantes  dans  le  sens 
des  axes  seront  respectivement  — Fx, —  Fy, — Fz. 
La  valeur  de  la  force  centrifuge  au  même  point  ^  en 

appelant  $^  la  vitesse  angulaire,  sera  ^V^:e^-|T*>  ^^  ^^ 
trois  composantes  dans  le  sens  des  axes  seront  respecti- 
vement i^^Xy^y-y  et  0.  Ainsi  la  fonction  désignée  dans  les 
numéros  précédents  par  Xdx-^^Ydy-i-'Zdz  est  ici 
— ^F(  xdx'j-'jify'\'zdz)'\^i^*  {xdx-^j-dy),  et  Ton  a  par  con- 
-séquent  pour  l'équation  différentielle  des  surfaces  de 
niveau ,  et  de  la  surface  même  du  fluide  supposé  en 
équilibre, 

F^^dx-}^i^+zdz)—^f^{xdX'\-ydy)s:zO. 

G>mme  le  fluide  doit  évidemment  affecter  ici  la  figure 
d'un  solide  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  il  suffit 
de  considérer  un  des  méridiens.  £n  faisant  donc  y=^0,  il 
viendra 

F{xdx+zdz)'-H^*xdx=0^ 

équation  qui  donne  en  intégrant 

A  étant  inne  constante  arbitraire.  Ainsi  la  figure  affectée 
par  le  fluide  est  cdle  d'un  ellipsoïde  de  révolution  au- 
tour du  petit  axe  si  F  est  >>i^*.  Dans leca&contraireon ob- 
tient un  byperboloïde  de  révolution  aUtourderaxeima- 
ginairci  Les  actions  auxquelles  les  parties  des  fluides 
placées  à  la  surface  de  la  terre  sont  soumises,  diffèrent 
peu  de  lactioo  d'une  force  centrale  proportionnelle  à  la 
distance,  comme  on  peut  en  juger  d'après  le  n*  203,  et 

25 
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La  force  cçntrjfiif  e  e^  i^rt  ^liAe  par  rapport  h  ctUt 
force  ceptraVe  :  i(  pn  r^ult^  que  la  figure  afieotée  par 
la  surface  des  mers  apprpchç  ])eaucoHp  de  ct^  id'un 
ellipsoïde  de  révolution  don^t  le  rayon  ji  l'éj^piateiir 
excède  d^une  petite  quantité  le  r^yoB  ^u  pi^e. 

XldY,  è^UéVURE  9EM  WlfVWMê  inCMifKEêêlBJJÊS  PESANTS. 

372.  GoDsidérons  un  fluide  i;acon^rejssib]te  Jipmç^^e 
contenu  dapç  ufi  v^s/b  ,et  ^ojlicitié  par  l'action  de  l^  gr^- 
viié,  c'est-a-d,ire  pfir  une  ff^Tfie  çoQ3(^|e  dp^nt  la  direcr 
tion  est  parallèle  à  la  verticale.  En  çpn^ry^^t  le^  déno- 
minations des  p*^  358  et  suivants,  suppos^njt  le  pl^  4çs 
xy  horizontal  et  les  z  comptées  de  haut  en  bas ,  ^  dfi^ 
vra,  pour  appliquer  les  résulta^  d^s  puméros  cités,  faire 
X=0,Y=0,Z=^,  en  désignant  toujours  par  ^  la  vitesse 
il9|>rimée  aux  corps  pesants  par  la  gravité  dans  Funité 
4§  temp$.  Là  fonction  Kdx^Ydjr-^'Zdz  se  réduira  à 
gflz  ;  les  iquatioBS  du  n""  364  qui  expriment  les  condi- 
tions nécessaires  pour  l'équilibre  seront  satisfaites,  et 
l'expression  de  j9  du  n^  366  deviendra 

P  désignant  une  constante.  Ainsi  un  fluide  incompres- 
sible pesait  )3eipeu|r^a  tp|Lijo9rs  en  équilibre  pourvu 
que  la  paro^  dju  vase  r^içfç^  ^  I9  pression  dont  la  valeur 
est  donnée  par  çett;e  foripule. 

^73.  Sojt  un  yasf)  fermé  ,  de  figure  qudo([m€pie  ,  et 
r^eppU  de  flgi^^r  Admettons  queJe  plan  des  œy  passe 
par  le  pqint  \e  plgs  élevé  de  la  paroi. La  c<»stante  P 
rep|résent^f|£|l/(^rsla  pression  qui  a  lieu  en  ce  point.  Or, 
on  peif  t  supposer  que  1^  l)uide  a  été  versé  dans  le  vase 
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par  tifHs  ouverture  ]Jacé«  à  la  ^rtie  àUpérieUi^è,  pik^ 
€fBt  cette  ouverture  a  été  fetitâée  tôâd  <tu'aatoB  eflfort 
fàt  6»er«é;  on  «Utfâ  atons  éviéenHàeiit  t>=±rO ,  et  léd  pTéé- 
sionsdaiis^rixitérieUrdtt  T&se  s«nmt  doti&éai  sim^ttient 
|Mir  l'expremoQ 

On  pôut  sappoeer  également  que  l'ouverture  a  été 
fermée  par  un  diaphragme  «ur  lequel  on  à  ex^cé  un 
^ort  ^  les  pres«k>ns  dans  l'intérieur  du  yase  seront  alorii 
exprimées  par, 

pmF+pgz, 

P  représente  la  valeur  de  relïbrt  dont  il  s'agit  divisée 
par  l'aire  du  diaphragme ,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la 
pression  exercée ,  rapportée  à  l'unité  de  surface.  Dans 
tous  les  cas ,  la  valeur  de  la  pression  est  la  même  pour 
tous  les  points  du  fluide  appartenant  à  une  section  ho- 
ri£otitaIe  quelconque,  et  cette  valeur  augmente,  quatid 
on  passe  d'une  section  horizontale  à  une  autre,  d'une 
(jttatitité  pToportiokinelle  à  ia  differé^e  de  niveau  des 
deut  secti^ms. 

374.  Soit  maintenant  un  vase  ouvert  à  sa  partie  su- 
périeure, de  sorte  que  dans  cette  partie  la  surface  du 
fluide  soit  libre.  La  figure  de  cette  surface  sera  donnée, 
diaprés  le  n*  367,  par  Inéquation 

dz=Q    ou     z=xonst,y 

c'est-à-jdire  qu'elle  sera  un  plan  horizontal.  Nous  la 
prendrons  pour  le  plan  des  xy.  La  constante  P  ,  dans 
l'expression^  =  P-hp^« ,  représentera,  donc  la  pression 
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el^cée  sur  la  surface  supérieure  du  fluide,  et  l'on  devrai  é 
faire  P=:0  si  cette  surface  ne  sùji^portait  aucune  pression. 
Mais  cette  bjrpothèse  ne  peut  être  admise  dans  les  cas 
naturels.  Lorsque  le  rase  et  le  fluide  sont  placés  dans 
l'atmosphère  r  P  représente  la  pression  atmosphérique 
sur  l'unité  de  surface.  Ainsi  la  pression  qui  a  lieu  dans 
un  point  quelconque  du  fluide  est  formée  de  deux  par-^ 
ties  :  1^  la  pression  atmosphérique  représentée  par  la 
constante  P,  qui  se  transmet  sans  altération  dans  tout  Icf 
fluide  ;  â""  la  pression  due  à  l'action  de  la  gravité  sut  le 
fluide  représentée  par  le  terme  pgz.  On  voit  que  cette 
dernière  partie  est  égale  au  poids  d*une  colonne  de 
fluide  ayant  pour  base  Tunité  de  surface  et  pour  hau-* 
teur  la  distance  du  point  que  l'on  considère  à  la  surface 
libre  dii  fluide.  Ici ,  cc^nme  dans  le  cas  précédent ,  la 
pression  eét  la  même  pour  tous  les  points  de  chaque 
section  horizontale. 

Ces  résultats  sont  absolument  indépendants  de  1» 
figure  du  vase,  et  Ton  reconnaît  aisément  qu'ils  con- 
viennent même  au  cas  où  cette  figure  serait  telle  que 
la  surface  libre  du  fluide  se  trouverait  partagée  en  plu^ 
sieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres.  Les  diffé- 
rentes parties  de  cette  surface  doivent  toujours  se  trou- 
ver dans  un  même  plan  horizontal ,  et  la  pression  est  la 
même  pour  tous  les  points  du  fl:uide  placés  dans  i» 
même  plan  horizontal  quelconque. 

Si  le  vase  présente  une  partie  MN  (fig.  39),  remplie  de 
fluide, plus  élevée  que  le  niveau  MMde  la  surface  liÉre  qui 
reçoit  la  pression  atmosphérique,  le  fluide  en  se  mettant 
en  équilibre  s'élèvera  dans  cette  partie  au-dessus  du  ni- 
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p 

veau  MM  à  une  hauteur  jz=  —  ;  et  si  la  hauteur  MN 

Pg 
est  moindre  que  cette  quantité ,  le  fluide  exercera  alors 

de  bas  en  haut  contre  la  paroi  NN  une  pression  expri- 
mée par  P — pffz^  z  désignant  la  hauteur  MN.  Ainsi  la 
hauteur  à  laquelle  on  verra  le  fluide  s'éleyer  dans  la 
partie  MN  au-dessus  du  niveau  M  (en  supposant  qu'il 
reste  dans  cette  partie  au-dessus  du  fluide  un  espace 
entièrement  vide)  sera  proportionnelle  à  la  pression  at-* 
mosphérique  et  en  donnera  la  mesure. 

375.  On  reconnaît  facilement  que  s'il  existe  dans  le 
même  vase  plusieurs  fluides  incompressibles  et  pesants 
de  densités  inégales ,  l'équilibre  ne  peut  subsister  à 
m<Hns  que  ces  fluides  ne  soient  disposés  par  couches 
séparées  par  des  plans  horizontaux  et  dans  dhacune  des- 
quelles il  ne  se  trouve  que  des  parties  ayant  une  même 
densité.  De  plus,  cet  équilibre  ne  sera  stable  qu'autant 
que  les  couches  seront  placées  dans  l'ordre  des  densités, 
les  plus  denses  occupant  la  partie  inférieure  du  vase. 
La  valeur  de  la  pression  est  donnée  par  la  formule 

et  par  conséquent  la  partie  due  à  la  pesanteur  du  fluide 
est  égale  ici,  comme  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 
au  poids  du  fluide  compris  dans  un  prisme  droit  dont 
la  base  égale  à  l'unité  de  surface  est  à  la  surface  libre 
du  fluide  y  et  dont  la  hauteur  est  la  verticale  menée  du 
point  que  l'on  considère  à  cette  surface. 
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Calcul  des  pi*essions  supportées  par  les  parois 
des  va$çs., 

376.  On  traiterai  cette  que»!^  d'une  manière  géné- 
rale en  copcev^nt  qu'une  surface  contve  laquelle  sap* 
puiç  le  fluide  e^i  repréaeutée,  par  l'équaidou 

et  qu'il  s'agit  de  détemûner  la  pressi^da  supportée  par 
une  pûfftie  de  cette  surface  terminée  par  un  contour 
donné.  Nous  admettrons  ici ,  comme  èd»B  ll^s  numéros 
précédents»  que  le  plan  des  jp^  est  là  surfbce  Kbre  du 
fluide>  et  que  les  z  sont  comptées  de  haut  en  bas  à  partir 
de  ce  plau.  Nous  représenterons  par 

y^^Çjp)^     2i=;?fW,     z=::îKy), 

les  équations  des  projections  sur  les  plans  des  xy^  des 
xz  et  des  yz  du  contour  de  la  portion  de  la  surface  que 
Ton  considère ,  en  observant  qu  il  suffit  de  donner  line 
seule  de  ces  équations^  pour  oonnattre  les  deux  autres 
au.  mqyen  de  Féquation  de  la  surface.  Gela  jjosé ,  on 
remarquera  ,  d'après  le]  n*  374 ,  et  en  faisant  d'abord 
abstraction  de  la  pression  atmosphérique  P  pour  ne 
considérer  que  les  pressions  dues  au  seul  poids  du 
fluide^  qu'un  élément  quelconque  infiniment  petit  <Ade 
la  surface  proposée  placé  à  la  distance  z  au-dessous  du 
plan  des   ocy  supportera  une  pression   exprimée  par 

g^\    dz,pf  et  dirigée  suivant  la  normale  à  cette  surface. 


«/o 
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Les  presnoMS  qui  ^etWMât  sMH  éû)t  lesl  diÛéieàis  élé- 
méniâs  de  \àf  sûrfâee  cbmittàétii  ûû  sj^tèWè'  de  forces 
qaTilést  tèu|diirrai^  dé^^édùiï^e  à  dbiîi  fô^Jdeé  lîorizoh- 
taies  dirigées  parallèlem«it  aux  x  et  aux  y  y  éi  a  une 
force  verticale, 

Eu-  effety  àisS^aoïDg  p^r  ^,  6,  <rf  )é#  àn^fês'  qlié  lé  plan 
de rélémeni  t^i^tm&met^X^  pla^  âéé^'ày^,  dé&  oè^ ei  cfes 
jjiv  ou  bien  kiraiigleB  i\m  te  nt^fiaffe'  fo^éaVëè  fés 
axiés  der^vdek?^  et  des^  je«.  Nttûkf  ^^Voiifs,  ]5oui^fé8  ti^ms 
coiii^»<>tafiterde}a'ppest)Otf  âl^èBieaiii^  p^ralfëhés  à'  ces 
axes, 

Ç^  Ç^  rz 

co$,y,g»  I    dz.p^     cos.6.g^u  I    dz.p  ,     cos.a.^w  1    ifz«p. 
Jo  Jo  Jo 

Mais  61COS.79  «icos.g,  ufcos.a  représentent  respectivement 
Ie#'pr8)eelieÉs<de'lfait«^c6^lir  teH^laix^Se^jty,  aies  xzei 
des  yz  :  donc  les  composantes  de  la  ^feâi^idii'  éléinéii^ 
taire  sont  à  cette  pression  comme  les  pi'ojections  de 
Taire  0»  sont  à  c^tte'aire.  Oit  conclut  d^  cett^  rMaiique  : 
1«  que  la  résttltantk  des  côkiposantâ  parallèles  à' l'axe 
des  X  est  égale  en  grandeur  et  en  direction  pour  la  sur-  . 
fai:f^^H)^oèélâ  à' dé  qu'elle'  Gérait  poUr  la  protection  de  . 
cette  surface  sur  le  plan  vertical  des  jrz;  2r  qiie  la  ré- 
sultante des  composantes  parallèles  à  Taxé  dès-  y  est 
aussi  égale  en  grandeur  et  eu  direction  pour  la  surface 
proposée  à  ce  qu^ellé  sei^it  pour  la  projection  de  cette 
surface  sur  le  plan  vertical  des  xz  :  3**  enfin  que  la 
ré^UkalEitè'dës  €!oiilpokaUtés  verticales  est  le  poicts  du 
fluide  compris  entre  la  surface  proposée,  le'plânhori- 
^Kontdl  de  la  surface  libre  du  fluide,  et  le  cylindre  ver- 
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tioil  projetant  le  contour  de  la  surface  proposée  sur  ce 
plan.  La  direction  de  cette  dernière  résultante  partielle 
passe  évidemment  par  le  centre  de  gravité  du  fluide 
dont  il  s'agit. 

377.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  des 
pressions  supportées  par  une  surface  quelconque  donnée 
se  ramène  à  chercher  Içs  pressions  supportées  par  une 
aire  donnée  sur  un  plan  vertical  ;  et  à  calculer  le  poids 
d'un  volume  de  ^uide  dont  la  surface  est  doKinée.  Si 
Tpa  désigne  par  j»,  q^  r  les  trois  résultantes  partielles 
des  pressions  dont  il  s'agit  dirigées  respectivement 
dans  le  sens  des  x,  àe%y  et  des  z,  V  on  aura  générate-r 
ment 


ïdjr  I  &  I    dz,^ 


p^giaoriazl    az.f  ; 

et  pour  les  distances  des  directions  de  la  fiarce  p  aux 
plans  des  ay  e^  des  xz 

les  limites  des  intégrales  ét^i^t  données  par  Téqua-t 

tionz  =+(/). 

3*  On  aura 

et  pour  les  distances  de  )a  direction  de  la  force  q  aui^ 
plans  des  xy  et  des  j-^ 
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les  limites  des  intégrales  étant  données  par   Téqua- 
tion  z  =^  (x). 

3*"  Enfin  on  aura 


'*«^j*pJ4r|  rfz.p; 


et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r  aux 
plans  des  xz  et  des^^ 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l'équa-^ 

lie  fluide  étant  supposé  en  équilibre ,  si  la  densité  p 
n'est  pas  constante ,  elle  sera  toujours  une  fonction 
donnée  de  l'ordonnée  z  seule ,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  n'  375. 

Si  la  densité  p  çst  cwstante ,  on  écrira  dans  les  for- 
mules précédentes  pz  à  la  place  de  Tintégrale  |    ^^.p;. 

pf(Xy  y)  à  la  place  de  l'intégrale  I  dz.9. 

Eoï  général ,  les  trois  forces  p^  q,  r  ne  se  compose* 
ront  pas  en  une  force  unique.  Il  serait  nécessaire  pour 
cela  que  les  intégrales  doubles  qui  donnent  les  valeurs 
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de  ces  forces  et  de  leurs  moments,  par  rapport  aux 
axes  des  X,  diés  ^  et  d^^,  satisAtedbl  à^  FèBfnàtion  de 
coodition  àiïif  56. 

VIS,.  Si  l'on  yeut2  nmatenaMf  tenir  compté  de  la 
pression  atmosphérique  P  qui  s'exerce  à'  fe  sur&oe 
supérieure  du  fluide ,  il  suffira  de  remplacer  dans  les 

formules  précédentes  gK   dz.^  par  5  I     dz.p-j-P,  ou 

P  r    ° 

d'ajouter  le  terme  -  à  Tintégrale  I    dz,p. 

Dans  le  cas  où  la  densité  p  ser»  eonMante^  est  a^aoK 
tera  P  a  pg^^  ou  —  a  z. 

Les  forces  déisigliées  par/>,  ^  ,  r  se  trouveroilt  au^^ 
mentées  respectivement  de  quantités  égales  aux  produits 
de  P' par  Ife*  aires'  dtesf  prëjectionsdela*  surfkcé  proposée 
sur  les  plans  des  yz  ,  des  xz  et  des  x^  ;  et  Ifes  directioils 
de  c^  forces  lie  reticontirèrtoiit  plus'cfes'jilkfa^  dkWs  fea 
mettiez  points. 

3791  Ëorst|[ue  la  surface'  contre  laquelle  s'appuie  le 
fluide  est  plane,  les  pressions  élémentaires  se  composent' 
toujours  en  une;  fôi'cc;  uniii^tlé;  piiis^'cdreè  sbtit  toûties 
parallèlcÉs  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Supposons  p^ 
constantie.  prenons  pour  axe  des  x  l'intersection  de  la 
surface  plane  dbnt  il  s'agit  avec  la  surface  libre  du 
fluide  qui  est  le  plan  des  xy^  et  soit  e  l'angle  compris 
entre  ces  deux .  plans.  L'éq^i2|tion  désignée,  ci^lessus 
par  ^=:/(x^^)  deviendra 

z^yiang.0,       ou      j-  = 


t^ng.e 
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La  ré«iikaDée  f  de»  preasicms  borizoBA»les  paraMèles 
aux  x«eMi  nuUe.  On  «uia 


=  P^  j^  l&.Z; 


et  pour  les  distances  d'e  la  direction  de  q  aux  plans 
des  xyt\.èLesjz 


\dx  ïdz.z^         \dx,x  i^dz.i 
idx  Lds.z         f^r 


éb*z 


le$  Umitesr  des  iotégvaka  étont  dcmnéesipoi!  L'équation: 
Z9^^w)h  Quanta  laïréfttllaitte  r  des  prtts»oimY«rticale8> 
les  formiiloa  du  numéro  préeédent  doment 

r=tang.0.p^  Ida:  \dy,jr  , 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r  aux 
plans  des  :cz  etdssj'z 


\dx  [dy.y  \dx  idy.ji 


les  limites  des  intégrales  étant  données  par  Téquation 
y=m{x)  qui  ne  doit  pas  différer  ici^de  7--^  ^ 


tang.  0 
Quelle  que  soit  d'ailUurs  la  figure  du  contour  tracé 
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sur  la  paroi  plane,  contour  dont  l'équation  zzcsf  (x)  re* 
présente  la  projection  verticale  sur  le  plan  des  xz,  les 
formules  précédentes  donnent  lieu  aux  remarques 
suivantes  : 

1®  Les  distances  des  directions  des  forces  ^  et  r  au 
plan  des  yz  sont  égales  entre  elles,  en  sorte  que  ces 
forces  sont  toujours  comprises  dans  un  même  plan  ver* 
tical  perpendiculaire  à  la  paroi  plane  proposée,  et  peu- 
vent se  composer  en  une  seule  force, 

9^  La  distance  de  la  force  r  au  plan  des  xz  est  égale 
à  la  distance  de  la  force  q  aii  plan  des  xy  divisée  par 
tang.  0  ;  d'où  il  suit  que  le  point  de  rencontre  des  direc-i^ 
ttions  de  ces  deux  forces  est  situé  sur  la  paroi  plane  pro- 
posée. On  nomme  centre  dépression  le  point  dont  il 
s^agit ,  qui  est  le  point  d'application  de  la  résultante  ^ 
des  pressions  normales  supportées  par  la  paroi. 

a 
3*  On  a  r=     ^     ,  et  par  conséquent 

sm.O 
Le  résultat  précédent  peut  être  exprimé  d'une  ma- 
nière fort  simple.  Soit  A  l'aire  de  la  figure  proposée,  et 
^,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  figure  à  \^ 
surface  supérieure  du  fluide.  A  sin.  e  sera  la  projection 
de  Taire  A  sur  le  plan  des  xz^  et  z,^  sera  également  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  cette  projection  k  la 
jfturface  supérieure  du  fluide.  Ainsi  l'on  a 


\dx\dz,z 

Asin.O  pgA  sin.a' 
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Ueltpre&sioii  précédente  de  la  ptession  normale  sup- 
portée par  la  paroi  plane  revient  donc  à 

R  s=  fg^Az, ,      ou      R  =  ilAz,, 

n  étant  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  fluide  ;  c'est-à- 
dire  que  la  pression  supportée  par  l'aire  plane  A  est 
égale  au  poids  d'une  colonne  de  fluide  ayant  pour  base 
Ky  et  pour  hauteur  la  distance  ;z.  de  son  centre  de  gravité 
à  la  surface  supérieure  du  fluide.  Cette  proposition  se 
conclut  d'ailleurs  sans  calcul  du  principe  énoncé  n®  374  ^ 

L  expression  ^Kz  ou  nA^,  donne  la  valeur  de  la 
pression,  quelle  que  soit  l'inclinaison  de  la  paroi  plane. 
Si  cette  paroi  est  horizontale,  le  centre  de  pression  coïn« 
dde  avec  le  centfe  de  gravité  de  l'aire  A.  Dans  les  autres 
cas  l'on  connaîtra  le  centre  de  pression  en  déterminant 
les  deux  distances  de  ce  centre  aux  plans  des  x^  et  des 

yz^  distances  qui  sont  représentées  par     r^r  ^    ^^ 

fdx-xfdtA 
Cdxfd •  *^  intégrales  étant  prises  entre  les  limites 

dokinées  par  l'équation  z=f  (a;)  qui  appai'tient  à  la  pro- 
jection verticale  du  contour  de  la  paroi  sur  le  plan 
des  xz. 

380.  Lorsque  la  paroi  plane  est  un  rectangle  vertical 
dont  le  ç6té  supérieur  est  placé  à  la  surface  supérieure 
du  fluide,  on  a,  en  désignant  par  a  la  longueur  de  ce 
c6té  et  par  c  la  longueur  du  côte  vertical, 
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)>oiir  la  pr^Asion  »ut>poriée,  et 

ft 

pour  la  distance  du  centre  de  pression  à  la  surface  su- 
périeure du  âmide. 

Lorsque  la  paroi  «et  un  trûfigle  vertical  dont  le  sotn^ 
met  etlt  plaeé  à  la  eurfiaice  'sapérieure  du  fluide,  et  doat 
la  base  a  eet  horizoataie,  la  preBSÎOA,  eu  désignant  pur  c 
k  hauteur,  est  eicprim^  par 

ex  *  rdxfdz.z*  S 

et  comBie^Mi a  xs — ^.lafonaate   .  ■  ..  ^  >■■  donne  -^c 
a  jdxfdZ'Z  4 

pour  la  distance  du  centre  de  pression  à  la  surface  su* 

périeure  du  fluide. 

3i  la  base  du  triangle  vertical  est  au  contraire  placée 
à  la  surfa(ce  supérieure  du  -ftuide  «  la  pression  est  expri-» 
mée  par 

1,1  1  3 

et  comme  on  a  z=sc ,  la  formule  précédente  donne 

-  c  pour  la  distance  du  c^itre  de  pression  à  la  surface 

supérieure  du  fluide.  Le  centre  dépression  est  d'ailleurs 
placé  dans  tous  les  cas  sur  la  ligne  qui  joint  le  sommet 
du  triangle  au  milieu  de  la  base. 

381.  Si»  considérant  toujours  le  cas  d'une  paroi  plane, 
on  veut  avoir  égard  à  la  pression  atmosphérique ,  la 
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iriJe^ir  de  la  fffenwioii  nonn^k  (donnée  «i^  379  derienidca 

Les  distances  du  centre  de  preesio»  ^m%  plans  des  xy  et 
des  yz    sont   représentées  par      fdxfdz(jR^i)     ^* 

/rilr/ifedig^p  ^^^  intégrales  et^nt  tp.^jpiws  prises 

entre  les  limites  données  par  l'équation  ;?  =ai(])  (x)  de  la 
projection  du  contour  de  la  paroi  sur  un  plan  vertical 
parallèle  à  Tintersection  de  cette  paroi  avec  la  surface 
supérieure  du  fluide. 

XXVI.  ÉQUI.U[Ba«  DES  CQRP3  ri,QTTAllTS  A   J.A   SURFACE 
DES  FLUIDES    PESANTS. 

389U  Considérons  ui;i  fllûde  incompressible;  et  pes^t, 
supposé  ep  équilibre,  et  4ont  U  sar&çe  •upçnewe  ^era 
par  conséquei^t  un  pl^  l^izputal ,  coploiméi^^n^  à  cf 
qu'on  a  vu  n^  374.  Spit  nu  cprps  ^oUde  pesant  >  4^ 
figiire  qijielico^qu^,  plopgé  dam  <;e  fluide.  B  9'a^<  de 
reconnaître  les  conditions  nécessaires  pour  que  fit 
corps  soit  e»  équilibre  i  ç'eMi-à-dire  pour  qu'il  y  ait 
destruclipn  i^tuelle  e^tre  l'action  de  la  cavité  si^r  le 
coip3  et  les  pres^iow  e^ereéeis  pai:  le  flidde  sur  toiUos  les 
part^  4e  la  surface. 

L'action  de  la  gravité  sur  le  corps  se  rédiût  toujoura 
k  une  çeule  force  égale  au  poids  4u  corps ,  et  dirigée 
suivant  }a  verticale  passant  par  son  centre  de  gravité' 
Quant  am(  pres^ipps  e?tercées  sur  la  surface  du  corpp , 
op,  reçQUPaU  en  premier  lieu  par  le  u*  376 ,  que  les 
composantes  horizontales  de  ces  pressions  auront  tou- 
jours upe  résultante  nulle  ;  car  quel  que  soit  le  plan 
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▼erticai  sur  lequel  on  projette  cette  surface,  il  y  âurA 
toujours  deux  parties  qui  se  projetteront  Tune  sur  Tautre 
et  auxquelles  répcmdront  des  pressions  dirigées  en  senà 
opposés.  On  reconnaît  en  second  lieu  que  les  compo- 
santes verticales  des  pressions  se  composent  en  une 
force  unique  agissant  de  bas  en  liaut,  égale  au  poids 
du  fluide  déplacé  par  le  corps ,  et  dirigée  suivant  la 
verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  fluide; 
En  effet ,  deux  éléments  de  la  surface  du  corps ,  situés 
sur  la  même  verticale ,  supportant  toujours  deux  pres- 
sions dirigées,  l'une  de  bas  en  haut,  l'autre  de  haut  en 
'  bas ,  dont  la  résultante,  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur  est  égalé  au  t>oids  du  fluide  contenu  entre 
les  deux  éléments. 

D'après  ce  qui  précède ,  les  conditions  de  Téquilibre 
M  réduisent:  l"*  à  ce  que  le  poids  dû  corps  soit  égal  aii 
poids  du  volume  de  fluide  déplacé;  2<^  à  ce  que  le  centre 
de  gravité  du  corps  et  le  centre  de  gravité  de  ce  volume 
de  fluide  se  trouvent  situés  dans  une  même  ligne  vei*- 
ticale. 

Lorsque  le  corps  et  le  fluide  sont  homogènes,  lé  ctûtte 
de  gravité  du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la 
place  ccA'nCident  toujours  :  la  condition  de  l'équilibi'e  se 
réduit  à  ce  que  le  poids  du  corps  et  cehii  de  ce  fluide 
soient  égaux. 

383.  Si  le  poids  du  corps  est  plus  gi'and  oU  plus  petit 
que  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place ,  il  est  sollicité 
à  descendre  ou  à  monter  par  une  force  verticale  égale 
à  la  différence  des  deux  poids.  Le  corps  pi^end  une  po- 
sition telle  que  les  deux  centres  de  gravité  soient  situés 
dans  une  même  verticale  qui  est  la  direction  de  cette 
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force,  et  <|ue  le  oentre  de  gravité  du  corps  soit  au- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  fluide  dont  il  tient  la 
place. 

384«  Considérons  en  second  lieu  un  corps  solide, 
en  partie  plongé  dans  un  fluide  incompressible.  On 
verra  comme  ci-dessus  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  la  surface  de 
la  partie  plongée  se  détruisent  toujours  réciproque- 
ment; et  que  les  composantes  verticales  de  ces  pres- 
sions ne  difi%rent  point  de  l'action  de  la  gravité  sur 
le  liuide  dont  cette  partie  du  corps  occupe  la  place. 
Les  conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  solide  flottant 
à  la  surface  d'un  fluide  pesant  consistent  donc  :  l""  en  ce 
que  le  poids  du  corps  soit  égal  au  poids  de  la  portion 
de  fluide  qu'il  déplace  ;  2®  en  ce  que  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place 
soient  situés  sur  une  même  ligne  verticale. 

Si  le  corps  et  le  fluide  sont  homogènes ,  le  centre  de 
gravité  de  la  partie  plongée  du  corps  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  par  cette  partie.  La 
condition  de  Téquilibre  se  réduit  à  ce  que  le  plan  de 
flottaison  partage  le  corps  en  deux  parties  dont  les 
volumes  soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  la  densité 
du  corps  à  Texcès  de  la  densité  du  fluide  sur  celle  du 
corps ,  e.t  dont  les  centres  de  gravité  soient  situés  sur 
ui»e  même  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Stabilité  des  corps  flottants^ 

385.  Un  corps  flottant  à  la  surface  d'un  fluide  est  en 
équilibre  lorsque  les  deux  conditions  énoncées  dans  le 

26 
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Munére  précédais  éotit  satis&ites.  VéqniUbteeêi  sliMe 
Ibrtqùe  le  corjis  ayant  été  déraagé  très^^peu  >  d'une  ma- 
nière cpielconque ,  de  sa  position  actuelle  d'équilibre , 
puis  abandonné  à  l'action  des  forces  par  lesquelles  il  est 
sollicité ,  ces  forces  tendent  toujours  à  le  ramener  dans 
cette  position. 

Soient  (fîg.  hO)  ÂB  la  surface  du  fluide ,  AmB  le 
corps  flottant  dans  sa  situation  naturelle  d'équilibre , 
F  le  centre  de  gravité  du  fluide  que  le  corps  déplace, 
et  G  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ces  deux  points , 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précédent,  se  trou- 
veront nécessairement  dans  une  même  verticale  ËG, 
et  l'équilibre  du  corps  flottant  n'est  autre  chose  que 
l'équilibre  d'une  force  égale  au  poids  du  corps  agissant 
de  liaut  en  bas  au  point  G ,  qui  est  détruite  par  une 
force  égale,  agissant  de  bas  en  haut  au  point  F. 

Admettons  que  l'on  change  la  position  actuelle  du 
corps  flottant,  en  sorte  que  le  centre  de  gravité  G  soit 
transporté  en  G,  et  la  ligne  EG  en  E'G^  Soit,  après  ce 
changement^  F'  la  position  du  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé.  On  devra  maintenant  regarderie  corps  flottant 
comme  étant  soumis  à  Tac tion  de  deux  forces  verticales, 
Tune  agissant  de  haut  en  bas  en  G',  qui  est  toujours 
égale  au  poids  du  corps  ;  l'autre  agissant  de  bas  en  haut 
en  F'  qui  est  égale  au  poids  du  fluide  déplacé.  L'action 
de  ces  deux  forces  tendra  toujours  ;  1®  à  faire  mouvoir 
verticalement  le  centre  de  gravité  G'  du  corps  de  bas 
en  haut  ou  de  haut  en  bas ,  suivant  que  lé  déplace- 
ment sera  plus  grand  ou  plus  petit  qu'il  n'était  dans  la 
situatiou  naturelle  d'équilibre;  â<^  à  faire  tourner  le 
corps  flottant  autour  d'un  axe  horizontal  passant  par  le 
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poiAt  O  et  perpendiculaire  àti  plan  veirtin^l  ^ui  con- 
tient  1^  points  G'  et  F'.  Goncevoàs  le  phn  inblitié  qui 
contitencUrait  cet  axe  horizontal  et  la  ligne  E'&,  et  ^ùe 
mnlftttippoBeronà  perpèndicnlairb  au  pldn  dé  là  figure. 
n  est  visû^e  que  si  k  ligne  E'G'  étant  indinée  à  drëité, 
oMnine  fe  re^résientë  la  figure^  le  point  F'  se  trouve  à 
droite  dn  peint  G,  la  forée  égale  au  |>œds  du  fluidié  dé- 
placé, qui  agit  de  bas  enhkiit  en  F'  tendra  à  Hinèner 
la  ligne  EGr  vers  là  verticale  ;  tàndié  que  Si  le  point  F' 
se  trouvait  à  ^lichè  du  point  G',  la  méhie  foi*ce  tien- 
drait à  faire  indiiier  dé  plus  eii  ^lus  la  ligue  E^G  rtek-s 
la  drbite.  On»  si  Ton  veut,  èëncevantpàir  lé  poiUt  F' une 
ligne  verticale  k(ai  rencontre  en  ^t  le  plàii  perpeiidicii- 
laire  àd  plan  de  la  figuré  dont  on  a  pairie  ci^ëssus  et 
dbnt  EXy  éàt  ht  tracé,  éi  lé  poiàt  fi se  trôiiVe  au-desèus 
de  G'  le  corps  tendra  à  se  redresser,  taiidis  qile  si  le 
point  p  se  trouve  aîl- dessous  dé  G'  lé  corps  tendra  à 
8*indiner  de  plus  ëii  plUè  dalis  le  mékne  sënî.  Lé  point  fx 
a  été  nbmteiéy  d'âprëè  Èduguer,  Métacenire, 

Si  le  ééntré  de  gravité  dii  éor^is,  qiié  noiis  avons  sup- 
posé en  G  danï  Tétat  naturel  d'équilibre ,  avait  été 
placé  en  gr ,  et  s'était  trans^oi*té  en  g'  ^ar  l'effet  du  dé- 
placeibent  attribué  au  corps,  le  inétatentre  f*  se  trou- 
verait àu-desdbiis  de  g,  et  le  corps  flottant  tendrait  à 
s^itièliuer  dé  |)lùs  en  plus.  Ainsi,  toutes  choses  égales 
d^aillëùrs ,  il  petit  réèùltèr  du  seul  changement  de  la 
pdsitioii  dû  Centre  dé  gravité  dû  cor|)s  flottant ,  que  ce 
cbr^s  éé  trouve  sollicité  à  revenir  à  sa  position  natu- 
relle d'équilibré  ou  ài'en  écarter. 

Concevons  que  lé  corps  flottant  ait  été  écarté  de  sa 
position  naturelle  d'équilibre ,  puis  abandonné  »\  Tac- 
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lion  des  forces  qui  le  sollicitent.  Il  est  visible  que  si , 
pour  toutes  les  situations  possibles  de  ce  corps,  le  mé- 
tacentre  est  au-dessus  du  centre  de  gravité,  les  forces 
tendront  toujours  à  ramener  le  corps  à  sa  situation 
naturelle  d'équilibre  >  et  par  conséquent  son  équilibre 
sera  stable.  Si  au  contraire,  pour  toutes  les  situations 
possibles  du  corps  flottant,  le  métacentre  est  au-dessous 
du  centre  de  gravité,  les  forces  tendront  toujours  à 
écarter  davantage  le  corps  de  sa  situation  d'équilibre  ; 
et  par  conséquent  son  équilibre  sera  instable.  Mais 
.comme  le  métacentre  peut  se  trouver  tantôt  au-dessus , 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  suivant  la  posi- 
tion actuelle  du  corps  flottant,  on  ne  peut  en  général 
déterminer  exactement  les  conditions  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  sans  rechercber  la  nature  des  mouvements 
affectés  par  ce  corps. 

3Bfi.  Lorsque  le  déplacement  du  corps  est  supposé 
très-petit ,  on  peut  exprimer  d'une  manière  générale  les 
conditions  relatives  à  la  figure  du  corps ,  ou  à  la  distri- 
bution des  poids  dont  il  est  chargé ,  dont  dépendent  la 
stabilité  ou  l'instabilité  de  son  équilibre.  Dous  ferons 
ici  abstraction  du  mouvement  du  fluide,  et  nous  admet- 
trons qu'il  exerce  constamment  sur  le  corps ,  la  même 
action  qui  aurait  lieu  si  le  corps  était  immobile.  D  après 
ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  XX,  on  pourra  toujours 
considérer  à  part  :  1*  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
du  corps,  qui  aura  lieu  comme  si  toute  la  masse  était 
concentrée  en  ce  point,  et  comme  si  toutes  les  forces  y 
étaient  appliquées  ;  V  la  rotation  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravi  té  qui  aura  lieu  comme  si  ce  point 
était  fixe. 
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AB  étmt  toujours  la  surface  supérieure  du  fluidfe 
(6g.  ki),  soient,  commeci-Hlessus,  G  la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  dans  l'état  naturel  d'équilibre,  EG 
la  verticale  qui  passe  par  ce  point,  F  la  position  sur  cette 
verticale  du  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  parle 
corps.  Mous  prenons  le  point  G  pour  origine  des  coor* 
données  hcHrizontales  x,  j  et  verticales  z,  les  z  positives 
étant  comptées  de  haut  en  bas.  Nous  admettons  ensuite 
que  le  corps  flottant  a  été  déplacé,  en  s(Mrte  que  le  centre 
de  gravité  G  s'est  abaissé  en  G' sans  sortir  de  la  verticale 
où  il  était  situé,  que. la  ligne  EG  s'est  placée  en  E'G', 
et  que  le  point  F  s'est  transporté  en/* sur  cette  ligne, 
la  distance  fG'  étant  égale  à  FG.  Le  plan  de  flottaison, 
qui  coïncidait  dans  l'état  naturel  d'équilibre  avec  AB , 
s'est  abaissé  et  incliné  en  demeurant  perpendiculaire 
à  E^G',  et  sa  trace  sur  le  plan  des  j:^  est  maintenant  a^, 
la  distance  Ce  étant  égale  à  G&  en  négligeant  une 
quantité  très-petite  du  second  ordre.  Enfin  nous  dé- 
signerons par 

r     le  volume  du  fluide  déplacé  par  le  corp»  dans 

Tétat  naturel  d'équilibre; 
a      l'aire  du  plan  de  flottaison  AB  ; 
n,  b   les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'aire  a 
comptées  du  point  G  sur  les  axes  des  x  et  des  j-  ; 
c     la  distance  GF  ou  G'f  des  deux  centres  de  gra- 
vité du  corps  et  du  fluide  déplacé  dans  l'état 
naturel  d'équilibre  du  corps  flottant  (on  a  sup- 
posé dans  la  figure  G  au-dessous  de  F  ;  s'il  était 
au-dessus  ,  il  faudrait  changer  dans  les  formules" 
le  signe  de  c)  ;, 
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2;  1^  h«ut^ur  y^ticftk  tcèa-p^Ule  GG'  ou  Ce  dont 
1«  cfBtre  de  grai(il4  G  est  «hiîêté  aurdessous  de 
sa  p^ îtion  dana  l'état  naturel  d'écpiilibre  ; 
y,  b>»  >)»  les  aDgles  très-petits  que  la  Ug&e  EG  a  décrits 
autour  des  axes  des  x ,  des  y  et  des  z ,  pour 
arriver  à  sa  position  actuelk.  (Oi^  si;^pose  ici 
lesanglest  et^positifs,  lorsque  les  mouvements 
de  rotation  cpî  ont  lieu  autour  des  axes  des  x 
et  des/  ont  tous  deux  pour  eiet  d'a)>aisser  les 
pointa  du  plan  de  flottaison  qui  sont  situés  daas 
Fangle  des  x  et  des  j^  positives); 

p     la  masse  de  Funité  de  volume  de  fluide  ; 

g     la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  dans  Funité 
de  temps. 

Le  déplacement  du  corps  étant,  sup^çsfl  tr^p^t, 
les  qu,anUt^  0.7  a»  b  p^qvqdt  être  ççns^  çQ^tsM^tes 
pendant  toute  la  durée  du  n^ouyemçnt. 

Il  s'agit  en  premier  lieu  de  distinguer  les  forcées  psMr 
lesquelles  le  corps  flottant  est  sollicité  dans  sa  position 
actuelle.  Elles  consistent  évidemment  :  1*  dans  le  poids 
de  ce  corps ,  exprimé  par  ^ ,  qui  agit  verticalement 
de  haut  en  bas  en  G'  ;  V  dans  une  force  égale  au  poids 
du  Qi^ide  déplacé  dans  l'état  naturel  d'équililnre ,  pa- 
iement exprimée  par  pgx^  agissaj^t  verticalement  de 
bas  en  baut  en  f\  ^  da9^  le  poi^  du  fluide  contenu 
entre  les  deu;x  plans  AÇ,  Çt  ab^  qu'il  i^ut  concevoir 
agissant  aussi  dç  ba;^  e^  l^aut.  Qua^t  aivp  pi^essions 
hori;sq9taleif  exercées  sur  la  sui^ace  du  o^p^ ,  elles  se 
détruis<ent  dai^  toi^  Içs  s^m ,  et  on  ne  doîA  ppint  les 
considérer.  Pour  établir  les  équations  di^  n^iouvement 
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du  corps,  nous  devons  exprimer  an  fonction  des  quan- 
tités ç  ,  cp ,  0» ,  >^  les  forces  qui  viepuent  d'être  indiquées^ 
et  leurs  moments  pris  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données. 

Relativement  à  la  force  pgr ,  agissant  verticalement 
de  bas  en  haut  en  f^  Icis  momèaits  de  cette  force  pour 
faiçe  tpurseï;  le  corps  autoc^  de  dea;^  pai;alU)es  aujx. 
axes  des  x  et  desjf»t  et  passant  pfœ  le.çentrade  gravité 
G'  so^t  évidemment 

pgT'Cf      et     pgX,coi. 

A  l'égard  du  poids  do^  flniîde  omtenu  entre  les  deux 
plaQS  de  flottaison  AB  et  ai,  il  faut,  observer  que 
prenant  sur  le  plan  AB  un  point  dont  les  coordonnées 
horizontales  sont  x^jr^la.  longueur  de  la  verticale 
abaissée  de  ce  point  j^usqu'à  la  rencontre  du  plan  ab , 
sera  i;+x»+^<p.  Par  conséquent  le  poids  de  ce  fluide  est 


'ii' 


et  les  moments  de  ce  poids  pris  par^rapport  à  Taxe  des 
a;  et  à  l'axe  des  y  sont  respectivement 


"i^' 


les  intégrales  étant  prises  dans  toute  l'^endue  du  plan, 
de  flottaison  AB.  Si  l'on  fait  attention  que  ffdxdj^a, 
fSdxdjy^ohy  ffdxdy.x==i^a\  et  si  l'on  pose  pour 
abrégerr 
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l'expression  précédente  du  poids  du  fluide  contenu  entre 
les  plans  AB  et  ab  deviendra 

et  les  expressions  des  moments  de  ce  poids  pris  par 
rapport  aux  axes  parallèles  auxx  et  auxj-,  qui  passent 
par  le  centre  de  gravité  deviendront  respectivement 

Les  quantités  i,  m^  n  peuvent  être  censées  constantes  ^ 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède:  V  que  si  l'on  trans- 
porte toutes  les  forces  au  centre  de  gravité  G',  il  restera 
seulement  une  force  verticale  agissant  de  bas  en  haut , 
égale  à 

2*  que  les  moments  d^s  forces  qui  tendent  à  faire  tour- 
ner le  système  autour  de  l'axe  parallèle  aux  x  et  autour 
de  l'axe  parallèle  aux  j-,  de  manière  à  faire  diminuer 
les  angles  ^  et  «»,  sont  respectivement 

P^[aaî;+(rc-f.»)»-h/«p]. 

Quant  au  moment  qui  tendrait  à  faire  tourner  le  sys- 
tème autour  de  l'axe  des  z  ,  sa  valeur  est  nulle ,  puisque 
les  forces  horizontales  se  détruisent  dans  tous  les  sens. 

387.  D'après  cela,  le  corps  flottant  étant  supposé  en 
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mouTement ,  et  les  valeurs  des  quantités.]; ,  ffyt»y^,  qui 
entrent  dans  les  formules  précédentes ,  étant  supposées 
celles  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t,  le  mouvement 
du  centre  de  gravité ,  conformément  à  ce  qu'on  a  v» 
dans  le  n""  312,  est  réglé  par  la  seule  équation 

et  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  de  son 
centre  de  gravité  est  déterminé  d'après  le  même  numéro 
par  les  équations 

D'après  les  formules  du  n^  ih9 ,  où  Ton  doit  changer 
les  signes  de  z  et  de  », 

dxssyd^ — zdti,  et  par  conséquent  -jj  =  y  —  —3  —  t 
j  j        ji  d'y  ét^        d^if 

,  -    ,       ,  d^z  itoi  .     d'if 

puisque,  les  déplacements  étant  supposés  très -petits, 
les  coordonnées  de  chaque  point  du  corps  peuvent  être 
censées  constantes  par  rapport  au  temps.  Substituant 
ces  expressions  dans  les  trois  équations  du  mouvement 
de  rotation  ^  et  posant  comme  dans  le  n^  285 , 
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c=s.jKJ?*4af) ,  H^s.ïFf^'  i 

U  vieiwka 

^  ^'  +^  S  +^  S  ="''  ^l«*«+*»+Orc+'»)fl. 

r.  <^+       _,</»»,_  d'if 

Les  quatre  écpiatioDs  précédentei  doirent  donner  les 
expressions  des  quantités  (,  r,  •»,  4»  en  fonction  de  t. 
Gomme  elles  sont  linéaires  et  à  ooefficie|its  constants , 
on  pourra  toujours  les  Atégrer  par  les  pi:océdés  indi- 
qués dans  les  n"^  455  et  suivants  des  Leçons  éP Analyse. 

388.  Nous  supposerons ,  conformément  à  Fétat  ordi- 
naire des  l^timei^ts.  de  mer,  que  Iç  cpirps  flottaçit  pei^l 
être  partagé  en  deux  parties  égales,  ^t  symélriqi]^Q9  p^r 
un  plan  verlical. 

Admettant  que  c^  plan  soit  celui  des  /z,  on  aura  donc 
0=0,  /=sO,  G=?0^,  H  =  0;  ce  qui  réduit  les  quatre 
équations  tiouvées  ci-dessus  à 

r  J^=-.^ûft+6y) (1), 

3-3j.-F^^-fty.0çc+n)^.. (3). 

^        £^       

Se       de  ^^' 
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GoDsidéroos  les  équations  (i).eli^)  <|iii ,  ea  posaal  pour 
abréger 

"■  Y  '        "^    Y    '  A     '  A         ' 

s'écriront 

g+Sç+'I\f=0, 

Multipliant  \^  s/^^Ddff  p?r  i^jç  çi^tfui^t^  ind^teripj- 
née  > ,  9t  l'ajoutant  à  la  première ,  il  vient 

puis  en  posant,  u  étant  un^nouvelle  variable,  !;=u— )f, 
on  aura 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant 

^  +(S+XS')«^Q„ 
(S-f:>Sf))i-(T4-),T)s=0. 
La  seconde  de  ces  deux  équations,  donne 

^  _  — s-fT'j»v/(s^r)'-HTs, 

55  * 
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en  f  nbtiituant  cette  yalear  dans  la  première  et  ùàuski 
pour  abréger 

K=  ^fs+V±y  (S--T744TS') , 
il  viendra 

équation  dont  l'intégrale  est 

tt  =s  r  COS.  /|/K+Asin./|/K , 
r  et  À  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  suppose  qu'à  l'origine  du  moUYement  la  vi- 

tesse  du  corps  flottant  soit  nuUe ,  on  aura  alors  -7-=  0 , 

^srO,  et  par  conséquent  —=0;  en  sorte   que  la 

contante  ^  devra  être  nulle.  Nous  écrirons  donc 

a=r.cos.<|^K.      et      a=:r,co8./|x^ , 

en  désignant  par  K,  et  K,  les  deux  valeurs  de  K  ;  et  par 
omséquent 

Ç+>.?=r.co8./|/K. 

ç-f>.ç=r.cos./|/K., 

en  désignant  également  par  \  et  \  les  deux  valeurs 
de  >  ;  d'où  l'on  déduit 

_  r,>.  cos./l/K,— r.x,  cos./J/K, 

« r:^: (^). 


"•  "f 


r.co«.<tXK.— r.cog.<KK.  ,^, 

'= \-\       ,     .     ^'^- 

Il  est  visible  d'ailleurs  qu'en  représentant  par  ç«  et  ?o , 


Digitized  by 


Google 


—  4i3  — 
les  valeurs  initiales  de  i;  et  9  ;  00  aura 

Ço-f>.(po=r.        et        Ço+\fo=r. , 

pour  les  valeurs  des  deux  constantes  r,  et  r,. 

Quant  à  l'équation  (3) ,  que  Féquation  (h)  réduit  à 

iT»  .  p^(Yc+«).C        „ 
5^+     BC-F     "=^' 

elle  donne  immédiatement 

\  /pg(rc+n).C 


en  supposant  toujours  la  valeur  initiale  de  -—  nulle,  et 


(7) 

r 

de 


désirant  par  «o  I21  valeur  initiale  de  ca. 

Enfin,  mettant  cette  valeur  de  »  dans  Féquation  (k), 
il  viendra 

iP^      F      pg{rc+n)C         \  /pg(rc+n)C 
3?=C""-    BC-P    ^^^  V       BC-F    ' 

intégrant   deux  fois  de    suite,    supposant   la  valeur 

d^ 
initiale  de  ^  nulle,  et  représentant  par  ^,  la  valeur 

initiale  de  ^  ,  on  trouve 

♦=,.+  |.(,-^.,V/^5),......  ,., 

Les  équations  (5) ,  (6),  (7) ,  (8)  y  qui  donnent  les  va- 
leurs des  quatre  variables  (,  7,  &>  et  4^  en  fonction  du 
temps  t,  font  connaître  le  mou vement  du  corps  flottant. 
Si  les  radicaux  qui  multiplient  t  sous  le  signe  cosinus 
sont  réels ,  ou  si  les  quantités  sous  le  signe  [/  sont 
positives,  ces  mouvements  ne  consisteront  évidem- 
ment qu'en  des  oscillations  qui  auront  lieu  de  part  et 
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d'antre  de  la  position  natarelle  d'équilibre  dû  corps. 
Le  corps  ne  s'écartera  jamais  de  cette  position  plus  qu'il 
n'en  était  écarté  à  l'origine  du  mouvement ,  et  l'équi- 
libre sera  stable.  Mais  si  les  quantités  dont  il  s^agit 
sont  négatives ,  le  corps  tendra  à  s'écarter  de  plue  en 
plus  de  sa  position  initiale.  Ainsi  b  stabilité  ou  l'insta- 
bilité de  l'équilibre  tient  aux  signés  dtes  quantités  K,  et 

K,,  et  à  celui  de  la  quantité  -  L'une  des  valeurs 

de  K  est  toujours  positive,  eï  l'on  peut  reconnaître  que 
l'autre  sera  aussi  positive  pourvu  que  la  quantité  Tc-^-m 
soit  plus  grande  que  ab*.  Ainsi  la  conditt<m  de  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  s'exprime  en  posant 

rc+m>Cib'      et      ^.>0. 

On  peut  remarquer  que  la  figure  des  bâtiments  de 
mer,  qui  est  symétrique  par  rapport  au  plan  qui  les 
coupe  dans  le  sens  de  la  longueur,  s'éloigne  peu  d'être 
atlséi  symétrique  pair  rapport  à  un  plan  perpendiculaire 
k  celui-ci.  H  y  a  donc  en  général  peu  d'erreur,  dans  ce 
genre  d'applications,  à  supposer  que  le  plan  des  xz 
partage  le  corps  flottant  en  deux  parties  à  peu  près 
égales ,  et  à  t'egarder  eii  conséquence  £  et  F  comme  des 
quantités  dont  on  peut  négliger  les  quarrés.  Le  signe 
d'une  des  valeurs  de  la  qua&tité  K ,  qui  entre  sous  le 
sij^e  radical  dans  les  équaticms  (5)  et  (6) ,  dépendriait 
alors  entièrement  du  signe  de  la  quantité  rc-^m:  les 
deux  valeurs  de  K  sbi^aiënt  pbéitiVèii  ii  rc+m  était 
positive ,  et  Tune  de  ces  valeurs  serait  négative  danë  le 
cas  contraire.  On  reconnaît  également  que  le  radical  des 
équations  (7)  et  (8)  serait  réel  ou  imaginaire ,  suivant 
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qU«  la  qQsntilé  vc^n  «eràit  (xtastive  ou  né^tite^  Ami 
Téquilibre  du  corps  flottant  serait  stable  si  les  quaiilités 
Yc-^-m  et  Yc-|-/i  étaient  toutes  deux  positives,  et  il  serait 
instable  si  Tune  d'entre  elles  on  ai  toutes  deux  étaient 
négatives. 

Les  quantités  m  et  n  sèÀt  t^ottjbtirs  positives ,  aussi 
bien  que  r.  La  quantité  c  est  positive  lorsque  le  centre 
de  gravité  du  corps  est  aU-dessous  de  celui  du  fluide 
déplacé  dans  l'état  naturel  d'équilibre,  comme  on  Ta 
supposé  dans  la  figure:  alors  les  quantités  Tc+m  et 
VH*>i  yohi  tôtljdU^rs  positives,  tt  par  c6litéqtiéht  l'éc^ài- 
libte  e^t  tôUjourë  sl^ble.  Mais  hi  le  diâti'e  de  gravité  du 
corps  est  situé  plUâ  faaat  que  celui  du  flùidé  déplacé 
dàâs  l'état  naturel  d*éi}Uilibre ,  la  stabilité  dé  l'éqttilibte 
exi^e  que  rc  ^oil  plue  |>fÈitSté  qUë  ¥n  et  n. 

389.  La  reche^he  sériait  d'ailleurs  plus  «ituplé  ai  Ton 
suppoisait  d'avàûce^uè  le  plan  Ûeà»)s  pâH:àge  le  tàtps 
flôttatit ,  atxéA  bieh  que  i<é  plan  dèêft^  éh  deù^  pktïi^ 
égales  et  èyiiiétriqueèi  En  fbiëafiit  ^£=^0  et  F=fOdàn^ 
lès  équâtiônâ  (1),  (2),  (3)  et  {k)  du  hUMéi'ô  plréicédéht , 
elles  se  t^éduident  à 

^=*-      ... 

Dans  ces  équations  ,  que  Ton  aurait  pu  obtenir  direc- 
tement 9  les  variables  sont  séparée^ ,  et  Ton  a   immé- 
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diatement  (en  supposant  toujours  les  Vitesses  initiales 
nulles), 


{;=i;,cos.i 

7==f«jCOS*j 


,eos.e\/^i^;^. 


A 


On  peut  alors  affirmer  avec  une  entière  exactitude  que 
l'équilibre  du  corps  flottant  est  stable  ou  instable  sui- 
vant que  les  quantités  rc  -j-  m  etrc^-n,  sont  ou  non 
toutes  deux  positives  ;  et  il  est  utile  de  remarquer  que 
ces  quantités  étant  multipliées  par  le  poids  pg  de  Tunité 
de  volume  du  fluide  expriment  respectivement  les  mo- 
ments des  forces  qui  tendent  à  ramener  l'axe  du  corps 
flottant  dans  sa.  situation  verticale  primitive^  le  dépla- 
cement de  ce  corps  étant  supposé  égal  à  celui  qui  a  lieu 
dans  cette  situation.  D'où  l'on  doit  conclure  que  les 
quantités  rc-^-m  et  Xc-^-n  seront  positives  ou  négatives, 
suivant  que  le  métacentre  déterminé  en  supposant  cette 
condition  satisfaite ,  se  trouvera  placé  au-dessus  ou  au- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  corps  flottant  ;  et  par 
conséqu^oit  que  la  seule  considération  du  métacentre 
ainsi  déterminé  suffit ,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
considérons,  pour  prononcer  si  l'équilibre  du  corps 
flottant  est  stable  ou  instable. 

Les  oscillations  que  le  corps  flottant  exécute  dans  le 
sens  vertical  et  autour  des  deux  axes  principaux  qui 
se  croisent  à  son  centre  de  gravité  sont  ici  entièrement 
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indépendantes  les  unes  des  autres.  Les  durées  des  os- 
cillations seront  exprimées  respectivement ,  d'après  les 
expressions  précédentes ,  par 


V\,       rV      ,^\      ..        rV- 


B 


it  représentant  le  rapport  de  la  circoi^érence  au  dia- 
mètre. La  comparaison  de  ces  valeurs  dans  divers  bâti- 
ments de  mer,  peut  faire  juger  delà  douceur  ou  de  la 
dureté  de  leurs  mouvements. 

390.  Pour  donner  une  application  très-simple  de  ces 
résultats ,  nous  supposerons  que  le  corps  flottant  est  un 
parallélipipède  rectangle  homogène,  dont  la  densité 
est  la  moitié  de  celle  du  fluide  ,  et  nous  considérerons 
seulement  les  positions  d'équilibre  dans  lesquelles  Tune 
des  arêtes  est  verticale,  les  deux  autres  horizontales, 
et  le  plan  de  flottaison  passe  par  le  centre  du  corps. 
Il  s'agit  de  distinguer  dans  quels  cas  l'équilibre  sera 
stable  ou  non.  En  conservant  les  dénominations  précé- 
dentes ,  désignons  par  a,  h,  des  demi-longueurs  des 
trois  arêtes  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x,  des 
j^  et  des  z,  dans  l'état  naturel  d'équilibre.  Le  volume 
de  fluide  déplacé  dans  cet  état  est  la  moitié  de  celui 

du  corps  :  donc 

r=4a6c. 

Le  centre  de  gravité  du  corps  est  au  niveau  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide,  et  le  centre  de  gravité  du 

fluide  déplacé  est  à  la  distance  *  c  au-dessous  de  cette 
surface  :  donc  la  quantité  c  des  formules  précédentes , 

doit  être  remplacée  par c. 

27 
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Noos  aurons  d'ailleurs 


'=r/'L*'^'=-3''''  '•=i>-4.*'==^'' 


rc+m=Aab(--  +  -) 

d  OÙ  t*on  conclut  que  l'équilibre  du  corps  oe  peut  être 
stable ,  à  moins  que  laréte  verticale  ne  soit  moindre 
que  la  plus  petite  des  arêtes  horizontales  multipliée  par 

la  fraction  V  -z*  Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  position 

d'équilibre  stable. 

Quant  à  la  durée  des  oscillations  qui  auront  lieu 
autour  de  cette  position,  on  remarquera  que,  d'après  le 
n''296,  les  moments  d'inertie  du  corps,  pris  par  rap- 
port aux  axes  des  x  et  des  j-  qui  passent  par  le  centre 
de  gravité,  seront  respectivement 

A=  ^'p  û6c(6'+(?'),      B=  ^p  abciO^-H'), 

p  désignant  toujours  la  densité  du  fluide,  qui  est  'su^~ 
posée  ici  double  de  celle  du  corps  flottant.  De  plus 

Ces  valeurs  substituées  dans  lès  expressions  précédentes, 
donneront 
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pour  les  durées  respectives  des  oscillations  très-petites 
qui  auroDt  lieu  dans  le  sens,  vertical,  autour  de  l'axe 
horizontal  parallèle  à  Taréte  2a  et  autour  de  Taxe  hori- 
zmtal  parail^e  à  l'arête  2è,  On  voit  que  la  durée  des 
oscillattoils  verticales  est  égale  à  celle  des  oscilktiDns 
d'unr  pendule  simple  dont  la  longueur  est  c. 

XXVII.    ÉQUILIBRE    d'uKE   GOLONKE    ATMOSPHÉRIQUE.    NIVEL- 
LEMENT   BAROMÉTRIQUE. 

391.  {Cq^^idérom  <en.  premier  liçu  un  fluide ^él^stiq.vie 
homosfène  contenu  dans  un  vase  et  soumis r|i  l'action 
de  la  gravité,  que  l'oû  regarde  comme  une  force  vert^^ale 
constante.  Admettons  de. plus  que  la  température  soit 
uniforme  dans  .toute  l'étenâue  du^  fluide,,  cç^i  per- 
n%etti|*a  d'écrire^  comme  daiis  le  n*  369 ,  conforçdément  à 
la  Ipi  de  Mariotte , 

p. désignant  la^  pr^pn  qui  a^liei^  dausun  point  quel- 
conque !,^p  la  d/çii^téA^  ftuidç  ence  j)ointi,  et  k  uq 
cQiaffiçieutconeian^vl^jr^?»^^  4aus  Iç  numéro 

ci t^ donner^ ja  loi  de  V.é<JurtflM;edufta?xfc,  e«i  reiuarc[u^t 
que  j&  désignant .  l'ordonp^,  vertjijc^le  :d'iin  -  ppio^i  qui- 
conque comptée  de  bas  en  haut  à  partir  d'un  plan  hori- 
zontal fixe ,  on  a  ici  II  =  —  gz ,  et  par  conséquent 

A  étant  .^ne  constante  arbitraire.  Et  si  Ton  np^ma  PU 
pressi<ïii  qui  répond  au  ppint.dcM^t  l'ordonnée  verticale 
est  Z  ,  on  aura 
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p=sA.er  ,      ou     z — Z=-  log.  -. 

g  P 

Cette  équation  donnant  pour  z  une  valeur  infinie 
lorsqu'cm  fait  Pso ,  on  roit  que  l'on  ne  peut  supposer 
qu'aucune  pressicm  n'est  exercée  sur  la  surfiice  supé- 
rieure du  fluide ,  sans  admettre  en  même  temps  que  la 
hauteur  de  la  colonne  de  fluide  est  infinie.  Mais  comme 
la  densité  devinait  nulle  en  même  temps  que  la  pression, 
il  faut  seulem^oit  entendre  par  ce  résultat  que  l'on  ne 
peut  spécifier  la  hauteur  à  laquelle  se  termine  le  fluide. 
393.  G>nsidéron8  maintenant  plusieurs  gaz  ou  va- 
peurs soumis  à  l'action  de  la  gravité  et  contenus  dans 
un  même  vase,  en  supposant  comme  ci-dessus  la  tem- 
pérature constante.  On  sait,  par  les  recherches  des  phy- 
siciens :  1*  que  ces  fluides,  parvenus  à  un  état  d'équilibre, 
se  trouveront  mélangés  complètement  de  manière  à  for- 
mer un  corps  homogène  ;  S"*  que,  dans  cet  état,  chaque 
fluide  supporte  une  partie  de  la  pression  totale  égale  à 
celle  qu'il  supporterait  s*il  remplissait  seul  le  même 
espace.  Soient,  pour  un  point  quelconque,  p,,  p,,  p,,  etc., 
les  densités  des  fluides  qui  forment  le  mélange  ;  pup^p^, 
etc.,  les  parties  de  la  pression  qu'ils  supportent  respec- 
tivement. On  aura 

Pt—htj    P*=Kp,>    Pr=^te$y  etc., 
K»KjK»  etc.,  désignant  des  coefficients  constants  ,  et 

P-PA-Pn+Pr^^' 
La  densité  p  du   mélange  sera  évidemment  la  somme 
P,-j-p,-t-pj-t-elc.  des  densités  de  chaque  gaz.  Donc  ici 
l'équation  pssXip  devient 
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d'où 

Cette  expression  de  k  doit  être  substituée  dans  la  for* 
roule  du  n*"  301  ,  qui  devient  ainsi 

(p.+P.+Pi+eic.)^  *    ""'p  ' 

quand  on  veut  l'appliquer  à  un  mélange  de  plusieurs 
gaz. 

393.  Nous  avons  supposé  qu'il  s'agissait  d'un  fluide 
contenu  dans  un  vase  ;  mais  si  l'on  voulait  considérer 
l'équilibre  d'un  fluide  occupant  un  grand  espace,  ou 
même  l'équilibre  de  l'atmosphère  terrestre  dans  toute 
son  étendue ,  il  est  visible  par  les  n^  368  et  suivants  , 
que  les  résultats  précédents  pourraient  être  appliqués , 
en  supposant  la  direction  commune  de  la  gravité  et  des 
ordonnées  z  perpendiculaire  à  la  surface  des  eaux  ,  qui 
est  nécessairement  ici  une  surface  de  niveau.  Ces  résul- 
tais donnent  l'expression  de  la  différence  de  niveau  de 
deux  points  quelconques  du  fluide  au  moyen  du  rapport 
des  pressions  qui  ont  lieu  respectivement  dans  ces  deux 
points.  Mais  comme  les  formules  précédentes  sont  fon- 
dées sur  rhypotbèse  d'une  température  constante ,  et 
d'une  action  constante  exercée  par  la  gravité ,  hypo- 
thèses qui  ne  s'accordent  point  avec  l'état  véritable  de 
l'atmosphère,  elles  ne  peuvent  être  employées  à  la  mesure 
des  hauteurs  par  l'observation  du  baromètre. 

d9k.  Pour  établir  les  formules  dont  cette  mesure  exige 
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l'usage ,  on  doit  reprendre  Téquation  différentielle  du 
n"  368  ,  dp^zpg.dHj  qui  devient  ici 

et  intégrer  cette  équation  en  ayant  égard  ausL  variations 
de  la  gravité,  de  la  température,  et  de  la  composition 
du  fluide  atmosphérique. 

L'intensité  de  la  gravité  varie  avec  la  latitude  et  avec 
la  hauteur  au-dessus  du  niveau  des  mers.  Nommant 

R  le  rayon  moyen  de  la  terre  =  GSeeiOS'^  ; 
L  la  latitude  du  lieu  comptée  de  Téquateur  ; 
z  la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ; 
g  la  vitesse  iipprimée  par, la  gravité  aux  corps  pe- 
sants à  la  latitude  de  kS!*  et  au  niveau  de  la  mer  ; 
on  a  généralement 


^(1X7)  (i— 0>002837.cos.2L) 

pour  l'expression  de  la  yitessç  imprimée  par  cette  force. 
395.  Quant  à  la  valeur  de  la  densité  />  du  iluide  atmo- 
sphérique ,.nous  nommerons 

<ar  le  poids  du  mètre  cube  de  mçrcure  à  la  tempéra- 
ture de  0%  au  niveau  de  la  mer  et  à  la  latitude 
moyenne  de  kH^  ; 
n  le  poids  du  mètre  cube  d'air  pur  dans  les  mêmes 
circonstances ,  sous  une  pression  égale  à  «or  (0>76) 
pour  un  mètre  quarré  ; 
et  nous  rappellerons  que,  d'après  les  lois  combinées  de 
Mariotte  et  de  Gay^Lussaç,   le  poids  du  mètre  cube 
d,'air  atmosphérique  deviendra,  dans  le  même  lieu,  sous 
la  température  £  et  la  pression/? , 
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,    ,      ,  <=^(0^7,6Jt  1+0,00375/ 

i€etle  expressioÉ  suffirait'  si  le'ftiide  atmosphérique 
{M^imiCétHK  regardé  comme  forîné  d'Jairpur.  Mais  il  ^t 
il^cëMiif^â^^âYOiV'egafd  à'ia'VHpear  aqueuàe  tlontll  (sst 
presque  toujours  mélangé. 

On  sait  qu  a  températures  e^  à  pressions  égales ,  la  pe- 
santeur spécifique  de  la  vapeur  aqueuse  est  les  0,62i!i'  de 
celle  de  Tair.  Considérons  donc  un  ^mélange  d'air  et^e 
vapeur  aqueuse  :  soient  (^  la  température,/?  la  pression 
supportée  parle  mélange,/?—;/ la  partie  decette  pressioh 
suppG|rtée^f)ûr.rair,  «t /la  partie  supportée  par  la  vapeur 
aqueuse.  On  aura,  pour  le  poids  du  mètre  cube  de  l'air, 

"     '(0,Y6)    14^0;00375.f^' 
pour  ie  poids  du  mètre  cidiede  la  vapeur  aqueuse 

f  1 

(L624  n      *^  ,  . 

^7       ^(0,76)     1+0,00375.  f'' 

et  pour  ^e.poi<^  du  mètre  cube  du  mélange 

„  ;?~0,376./        '•  i    — 
^(0,76)        l+0,00375.p* 

Si  ce  mélange  était  saturé  de  vapeur,/*serait  la  pression 
correspondante  à  la  température  i^  dans  là  table  don- 
nant la  force  élastique  acquise  par  la  vapeur  acjùeuseau 
maximum  de  densité  sous  divei^ses  températures. 

396'.  Xia  formule  précédente  exprime  lepbidsdumètre 
cube  de  fluide  atmosphérique  considéré  coitmle  un  mé* 
lange  d'air  et  de  vapeur  à  la  latftudé  de  Ut""  et  au  niveau 
delà  mer.  Si  l'onisetrouvait  dans  un  teUi  eu  l'on  devrait 
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mettre  cette  expression  à  la  place  de  pg  dans  Téquation 
différentielle  écrite  au  commencement  du  n**  Z9h.  Mais 
comme  en  changeant  de  lieu  l'intensité  du  poids  dont  il 
s'agit  variera  dans  la  même  proportion  que  l'action  de  la 
gravité ,  on  doit,  conformément  au  n®  394 ,  introduire  le 
facteur 


\R+z) 


(1—0,002837.  COS.  3L), 


et  écrire  (en  divisant  par  p  ) 

— =-7rrs — (^•-0,002837.cos.2L)— -— — ^  ,^ ^    ^,, 
p  0,76. -c»^        '  'i+0,00376.p  (R+«K 

Cette  équation  pourrait  être  immé«Jiatement  inté- 

/ 
grée,  si  les  quantités  variables  —  et  ^  étaient  exprimées 

en  fonction  de  z.  Mais  comme  la  manière  dont  la  pro^ 
portion  de  la  vapeur  aqueuse  et  la  température  varient 
avec  la  hauteur  z  est  mal  connue,  et  que  les  relations 
de  ces  quantités  changent  d'ailleurs  avec  les  lieux  et  avec 
les  modifications  atmosphériques ,  on  doit  se  borner  à 
prendre  des  termes  moyens. 

397.  Considérons  le  facteur  1 — 0,376  ~  Si  l'on  pou- 
vait supposer  que  l'air  est  toujours  saturé  de  vapeur,  il 
résulte  de  la  loi  connue  de  la  force  élastique  de  la  va- 
peur aqueuse  que  dans  l'intervalle  de  O^'à  30'',  où  se  font 
communément  les  observations  barométriques ,  on  pour- 
rait regarder  sans  erreur  sensible  y*  comme  croissant 
proportionnellement  à  j^,  et  écrire 

/=^  (00-,0512+0^,000865.  p). 
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Dans  Fkieertilvcb  où-  T^m  se  trouve  à  If  égard  de  la  véri' 
table  valeur  qu'il  convient  d'attribuer  à  cette  quantité  t 
on  prendra  la  moitié  de  la  valeur  qui  répond  au  point 
de  saturation,  c'est-à-dire  que  Ton  supposera 

/=r^(0«»,00256-|-0",0004325.  p). 


En  donnant  d'ailleurs  à  j?  la  valeur  moyenne  'w(0*,76), 

/ 

BOUS  iAibstiUi4i*o9fi    donc  au   facteur  1 — 0,376  —  la 

P 

quantité 

l-0,376"'^^«+;;';^^^^"=l-.0,OOI267.-0,0002U.>>. 

Mais  la  fraction 

1—0^001267—0,000214.  v 
1-H),00375.p 

diffère. très^p^^eu,  en  négligeant  les  quantités  très-petites 
du  second  ordre ,  de 

1—0^001267 

l+OjOOi.f' 

ainsi  ïoti  peut  remplacer  l'équation  du  numéro  pré^ 
cèdent  par  la  suivante 

dp         n  (1—0,001267),^     ^^^^co,.        cTs         *           R'^2 
—^ — —2 (1  — 0,002837.cos.2L)  -i — =î . 

En  intégrant  nous  regarderons  la  température  u 
comme  constante ,  et  nous  prendrons  pour  la  valeur  de 
cette  quantité  la  moyenne  des  températures  Y,u  qui 
auront  été  observées  aux  deux  points  dont  on  veut  con- 
naître In  différence  de  niveau.  Si  l'on  désigne  donc  par  Z 
et  z  les  hauteurs  de  ces  deux  points  au-dessus  du  niveau 
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de  la  mer,  et  par  P  et^  les  prestions  oocrMpOQ^W^f »>  M 
viendra 
p    0(1—0,001267)  jî  .    :  s—Z 

R 

en  négligeant  les  tenues  cjui  sont  divisés  par  le  quarré 
de  R*  Le  logari  tbme  du  premier  membre  est  un  logari  tlime 
népérien,  et  on  doit  lemuitipUer  p«r  Mteâ>862686  si 
on  le  prend  dans  les  tables  ordinaires. 

398.  L'équation  précédente  ck^inc^  la  di^érencede 

P 

niveau  z — Z  en  fonction  du  rapport  —  des  pressions  qui 

ont  lieu  respectivement  aux  deux  points  que  Ton  con- 
sidère. Il  reste  maintenant  à  déduire  ce  rapport  de  Fob- 
servation  du  baromètre.  Désignons  par  H  et  A  les  hau- 
teurs du  baromètre  observées  dansées  deux  pinnis,  parU 
et  u  les  températures  des  colonnes  demercure ,  qui  dif- 
fèrent en  général  des  tempérs/titres  de  l'air  désignées  ci- 
dessus  par  y  et  i^.  Comme  le  mercure  se  dilate  dans 

l'intervalle  de  0*  à  100*  de  =^-77, ,  le  poids  du  mètre  cube 

55,50  . 

de  mercure  au  niveau  de  la  mer  sous  la  latitude  de  45** 
^t  à  la  température  u  sera ,  ou,  à  fort  peu  près, 

rOf^  (  i Y  Le  même  poids ,  sous  la  latitude  L  et  à 

\       5550/  ^ 

la  distance  R+z  du  centre  de  la  terre ,  devient 
-(l^,0028S7.cos.2L)(l-^J  ^. 
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Ainsi ,  l'on  a 

P=^S.,(l-0.0028a7xo.aLJ(t-^')  -^ , 

«t  par  conséquent,  en  développant  les  fractions  et  né- 
gligeant les  quantités  très-petites  du  second  ordre , 

Cette  expression  doit  être  substituée  daos  réquation 
précédente.  En  effectuant  cette  substitution ,  et  remar- 
quant que  X  étant  un  très-petit  nombre  ,  le  logarithme 
népérien  de  i-^x  êàt  à  fot't  peu  près  égal  k  x,  et  ^le 
logarithme  tabulaire  p  (^yhBkStSlS.x;  ôH  Itoiivera 

0  7ft  Ttf  4r 

Le  logarithme  du  second  membre  doit  être  pris  dans  les 

tables  ordinaires.  Lèfactevir--^ — ^'  ^^/  '^'"'  ^  où  -M  re* 

(1—0,001267)11' 

présente  le  nombre  2,â02S85,  est  un  coelBcient  constant 
dont  on  peut  déterminer  la  valeur  d'après  le  rapport 
connu  des  poids  w,  il  du  mercure  et  de  l'air  atmosphé- 
rique pris  à  la  latitude  de  50**,  à  la  température  0*, 
et  sous  la  pression  de  0°,Ï6.  D'après  les  expériences  de 

MM.  Biot  et  Arago ,  ofi  a  ^  =^10fr$$,8 ,   ce  qui  donne 

pour  la  valeur  du  coefficient  d'Ollt  il  s'agit 
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(r,76.M.a* 


s=:IS339",8. 


(1-^,001267)  Il 
La  valeur  du  même  coefficient  pouvait  être  aussi  déter- 
minée en  appliquant  la  formule  précédente  à  des  obser- 
vations barométriques  faites  dans  des  lieux  dont  les 
différences  de  niveau  étaient  connues  par  d'autres 
procédés.  C'est  effectivement  de  cette  manière  qu'a- 
vant même  l'évaluation  exacte  du  rapport  des  poids 
spécifiques  de  l'air  et  du  mercure ,  les  observations  faites 
par  M.  Ramond  dans  les  Pyrénées  avaient  donné,  pour 
la  valeur  du  coefficient  dont  il  s'agit,  le  nombre  18336*, 
qui  difi<ère  très-peu  du  précédent.  Nous  écrirons  donc 
simplement 

2--Z=l8336«  (l+0,002837.co8.2L)  [1 +0,002  (^+V)J 

399.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  le  coefficient 
18336*'  a  été  déduit  d'un  autre  coefficient  18393*",  dé- 
terminé immédiatement  par  les  observations  de  M.  Ra- 
mond ,  en  ayant  égard  au  décroissement  de  ]a  gravité 
dans  le  sens  vertical ,  et  ramenant  au  niveaii  de  la  mer 
le  résultat  obtenu  dans  les  lieux  plus  élevés  où  les  ob- 
servations avaient  été  faites.  La  substitution  du  nombre 
18393"  au  nombre  18336"  tiendrait  donc  compte  d'une 
manière  approchée,  pour  les  observations  dont  il  s'agit, 
des  termes  fort  petits  qui  ont  R  «lu  dénominateur,  et 
qui  sont  introduits  par  la  considération  du  décroisse- 
ment de  la  pesanteur  dans  le  sens  vertical.  On  jugera 
d'après  cela  que  l'on  peut  supprimer  ces  termes  et  em- 
ployer utilement  la  formule  plus  simple 


Digitized  by 


Google 


—  4^9  — 

»— Z=i8393"(l-f-0,002837.cos.2L)[i+Q,002{»'4-V)] 

[H  T 

log.  ^  -f  0,00007825(1*— U)J. 

On  pourrait  même  réduire  à  Tunité  le  facteur  qui  con- 
tient la  latitude  L  :  mais  il  vaut  mieux  se  senrir  de  la 
table  ci-après  qui  contient  les  logarithmes  des  produits 
de  18393  par  les  valeurs  de  ce  facteur  correspondantes  à 
diverses  latitudes.  Plusieurs  personnes  ont  construit  des 
tables  très-étendues  destinées  à  faciliter  le  calcul  des 
observations  barométriques  :  mais  il  ne  paraît  pas  que 
Tusage  de  ces  tables  offre  un  avantage  sur  l'application 
immédiate  de  l'équation  précédente ,  en  employant  les 
tables  des  logarithmes  ordinaires. 


LATITUDES  COHFTiBS 

LOGARITHMES   DES    NOMBRES 

!>■  I.'ÉQVATBim«L. 

1830S(l+O,<HKi8S7.OO8.3L). 

Defrés  8«xaféfliMax. 

o 

4,a65  883o 

3 

8643 

lO 

8089 

i5 

SJ 

as 

3o 

& 

35 

0738 

g 

4,î64  8665 

65a6 

5o 

4386 

55 

a3io 

6o 

o36i 

65 

4.a63  8599 

70 

7077 

Nous  joignons  l'exemple  suivant  : 
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Latitude ,  i<»45'.  Station  supérieure,  1^=;  — io,6 
StAti<lniiifétieiure«V=     a5,3 
■    a3,7- 


*=  i67,a 
H=337,79 


-T—r 


U=25,3 

—  i5,3  =  u— U. 


Logarithme, d#  cpeffidflnt  f  ouj:  o«  de  lîjtitUide.  ,..,..... 

Log.  1,0474. , 

Log.  337,79 2,5a8666 

Log.  1^7,  a» 2,358^36 

Différence.   . o,9o54^ 

o,oooo7«a5(— ri5,3).  .....    o,aq|I97 

o«9a43ei7  duntlelogôvitluae'est. 
Logantkme  d^  Ift  hauteur  pheidié4l^â3i7y»»5).  .;,  4.  *,  f  *  i^  .  > 


;4,a65883 
o.oaoïiS 


1,483198 


^^^igi 


Cet exçniple présentie  le  c^çuidj^h^i^^tmtàu Chim- 
boraço,  d'Apiçè?  l^^  o][\s,^ry^%iopf^  àeM^,^ 
Tun  des  eas^ni  les  fermes-négligés  pmi^aicnt  devenir  les 
plus  seDsil4es»  En  conserrant  ces  termes ,  M.  Ramond 
trouve  SSTS^jâ  au  lieu  de  5877",5  :  la  diSére9ce  de  ces 
deux  résultats  est  très-peu  importante,  eu  4gard  à  la 
grandeur  de  la  haateur  calculée. 

Nous  donnerons  encore  le  calcul  de  la  hauteur  du 
Guanaxuato,  prU  pour  exemple  dans  TAnnuaire  du 
bureau  des  longitudes. 
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]L»atitade.v, a i<>^., Station  supérieure^  f==aio,3 
Station  inférieure ,  V=  aS  ,3 


a(.*+Vïii^\a 


^=600,95 
li=r763,iô 


i*=aio,3 
U=a5  ,3 


liOgarithnie  du  coefficient  pour  a&>  de  latitude 

Log.  1,0932. 

Log.  :63,i5. a,58i6b99 

JLog.  600,95 a,7788383 

Différence.'.         0,1037716 

o,ooo78a5( — 4»**) — o»ooo3j3o 

0,1034586  dont  le  logarithme  est. 
Logarithme  de  la  haiïteur  cherchée  (23 14%3) 

,  I  fil      ^^asi^s^sss 


4«a65595a 
t),o386996 


i,oa47655 


33890603 


400.  Les  lettres  h  et  H  représentent  dans  lès  for* 
mules  précédentes  les  indications^  lues  sur  l'instrument, 
des  hauteurs  des  colonnes  de  mercure  qui  font  équilibre 
à  la  pression  atmosphérique  aux  stations  supérieure  et 
inférieure.  Cette  indication  est  modifiée  par  la  dilatation 
des  corps  sur  lesquels  les  échelles  sont  gravéesl  Soit  ^la 
dilatation  linéaire  de  ces  corps  pour  un  degré  du  ther- 
momètre centigrade  ,  en  sorte  que  la  longueur  1  à  la  tem- 
pérature 0®  devienne  l-f-^u  à  Ja  température  u.  Les 
hauteurs  £  et  H  observées  respectivement  aux  tempéra- 

h  H 

tdres  a  et  U  deviendrai^t  donc  7-7--  et     'v  .,  >  si  on 

i+Su        1-fW 

les  observait  à  la  température  0**.  Psfr  consé(|ûent ,  pour 
avoir  égard  à  la  modifîbation  dôbt  ils'/ig'it ,   oh  doit 

écrire,  dans  la  formule  dun"  398,  -     ,/"     ^  ou  à  fort 

H  H 

peu  de  chose  près   -  [l+^(i«— U)],  à  la  place  de-.    Il 
h  h 


Digitized  by 


Google 


—  432  — 

résulte  de  là  que  le  coefficient  de  u — ^U,  dans  les  n^  399 
et  399 ,  doit  être  aujpienté  du  produit  ^  par  le  nombre 
Oy<h3ï295.  En  employant  les  résultats  connus  on  déter- 
minera donc  ce  coefficient  comme  il  suit  : 

La  dilatation  de  l'échelle  étant  sup- 
posée nulle 0,00007825 

Échelles  sur  verre  et  sur  bois.  .  .  .  0,00008305 
Échelles  sur  cuivre 0,00008641 

On  peut  former  d'avance  une  table  du  produit  de  ces 
coefficients  par  les  nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  9. 
De  cette  manière  le  calcul  des  hauteurs  par  la  formule 
du  n®  399  semble  aussi  prompt  que  l'on  puisse  le  désirer. 

401.  Les  observations  barométriques  et  l'usage  de  la 
formule  précédente  pour  la  détermination  des  différences 
de  niveau ,  exigent  une  grande  circonspection.  En  effet , 
cette  formule  est  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  état  d'équi- 
libre et  d'une  disposition  thermométrique  et  hygromé- 
trique qui  existent  rarement  dans  l'atmosphère.  L'ex- 
périence a  fait  reconnaître  les  circonstances  favorables 
ou  contraires  aux  observations.  M.  Ramond  a  établi  sur 
ce  sujet  les  règles  suivantes  : 

«  1®  On  peut  esp^er  d'avoir  les  hauteurs  exactes , 
»  quand  on  observera  à  midi ,  par  un  temps  calme  et 
»  qui  n'incline  pas  trop  au  changement ,  les  deux  ba- 
il romètres  se  trouvant  l'un  et  l'autre  sur  des  sommets 
»  isolés,  ou  le  baromètre  inférieur  étant  placé  dans 
»  une  plaine  bien  ouverte ,  à  une  distance  médiocre. 
»  Dans  ce  dernier  cas  même,  il  vaudrait  mieux  que  la 
»  distance  fût  plus  grande ,  que  d  avoir  le  baromètre 
»  placé  au  pied  des  montagnes,  où  l'avantage  de  la 
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*»  proximité  est  plus  que  balancé  par  TacUon  perturba- 
»  tricèdes  vents  descendants»  Hors  de  ces  circonstataces 
*  erainememùt  faràrables»  les  erreurs  n'ont  point  de 
»  mesure  fixe  :  elles  ne  peuvent  être  corrigées  que  par 
^  lestime,  et  selon  le  degré  d'influence  que  l'expérience 
»  de  Tobservateur  assignera  aux  causes  qui  doivent 
*•  les  produire; 

y»  2^  On  estimera ,  en  général ,  lés  hauteurs  trop 
»  faibles  : 

»  Quand  l'observation  se  fera  le  inatin  ou  lé  soir  ; 

10  Quand  le  baromètre  inférieur  étant  dans  une  plaine, 
»  le  baromètre  supérieur  sera  dans  une  vallée  étroite  et 
»   profonde; 

A  Quand  les  vents  souffleront  fortement  de  la  région 
^  australe; 

»  Quand  le  temps  sefà  manifestenient  orageux  ', 

»   3^  On  estimera  au  contraire  I  es  bauteurs  trop  fortes  : 

»  Quand  on  observera  entre  midi  et  deux  ou  trois 
»  heures ,  surtout  Tété  et  quand  le  soleil  ne  sera  pas 
»  caché  par  des  nuages  ; 

»  Quand  le  baromètre  supérieur  étant  au  sommet  des 
D  montagnes ,  le  baromètre  inférieur  sera  placé  dans 
M  une  gorge  étroite  et  fortement  dominée  ; 

»  Quand  il  régnera  un  vent  fort  de  la  région  boréale, 
»  surtout  si  l'on  est  sur  une  montagne ,  et  s'il  en  frappe 
»  la  pente  la  plus  escarpée  ; 

»  k^  Enfin  on  sera  certain  que  les  erreurs  seront 
»  grandes  et  variables  dans  tous  les  sens  quand  les 
I»  difiérences  de  niveau  seront  peu  considérables  ,  et  les 
»  deux  baromètres  placés  dans  la  même  plaine  ou  la 

28 
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»  même  vidiée ,  et  bien  plu8  encore  IcMrsqu'ils  seront 
i>  placé»  dans  deux  yallées  séparées  par  une  chaîne  de 
m  montagnes.  Dans  ces  cas-ci  la  dtstaoce  liorûiontale  ne 
»  aauvait  être  trop  petite ,  et  malgré  la  proximité,  on  ne 
»  pourra  prendre  confiance  que  dans  les  moyesnes  d'un 
»  grand  nombre  d'observations.  > 

Les  causes  principales  d'erreur  sont  les  nents,  et 
l'irrégularité  de  la  loi  du  décrojssement  de  la  tem,pé- 
rature.  Si  la  direction  du  raouyement  de  l'air  était  bo-> 
rizontale,  il  ne  parait  pas  que  ce  mouvement  fit  varier 
la  hauteur  du  baromètre,  à  moins  toutefois  que  la  cu- 
vette ne  fût  abritée  du  vent  par  un  obstacle ,  dont  l'effet 
serait  de  diminuer  la  pression.  Mais  quand  la  direction 
du  vejit  est  ascendante  ou  descendante ,  le  mercure  se 
tient  nécessairement  plus  bas  ou  plus  haut  qu'il  ne  le 
ferait  $i  le  vent  n'avait  pas  lieu ,  abstraction  faite  des  ir- 
régularités provenant  de  la  manière  dont  la  cuvette  est 
exposée  au  vent ,  ou  en  est  abritée.  A  l'égard  de  la  tem- 
pérature, les  erreurs  qui  proviennent  du  défaut  d'uni- 
formité de  son  décroissement  sont  peut-être  moins 
grandes  que  celles  qui  tiennent  à  ce  que  l'observation 
du  thermomètre,  au  lieu  de  donner  la  véritable  tempé- 
rature de  la  couche  horizontale  d'air  dans  laquelle  on  se 
trouve,  ne  donne  qu'une  température  locale  produite 
en  grande  partie  par  le  rayonnement  du  terrain  et  des 
corps  environnants. 

Les  baromètres  à  cuvette  dont  le  niveau  se  règle  au 
moyen  d'une  vis  de  pressicm  qui  met  la  surface  du 
mercare  en  contact  avec  une  pointe  fixe ,  sont  générale- 
ment considérés  comme  les  meilleur».  Il  est  important 
de  bien  comiattre  la  température  du  mercure.  Un  ther- 
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inomètre  enchâssé  dans  In  monture  ne  suffit  pas  pour 
cela.  On  a  proposé  une  autre  disposition  qui  con- 
siste à  avoir  an  second  tube  égal  à  celui  du  baromètre  , 
fermé  et  rempli  de  mercure ,  dans  lequel  le  thermo- 
mètre est  plongé.  Les  nivellements  exigent  absolu- 
ment le  concours  de  deux  observateurs  munis  chacun 
d'instruments  pareils  soigneusement  comparés.  Les 
dMervations  eonrespondaiites  doivoit  être  simulta- 
nées, et  faites  toujours  entre  onze  heures  et  une 
heure  après  midi.  On  sait  que  dans  les  baromètres,  la 
colonne  de  mercure ,  par 
l'effet  de  la  capillarité ,  est 
plus  courte  qu'elle  ne  de- 
vrait être.  La  quantité  de 
cette  dépression  est  relative 
au  diamètre  du  tube ,  et  on 
en  trouvera  la  valeur  dans 
la  table  <;i-contre.  On  né- 
glige ordinairement  d'en  te- 
nir compte,  parce  quelle 
aff*ecte  également  les  deux 
instruments  quand  leurs 
tubes  sont  d'égal  diamètre; 
mais  comme  le  résultat 
dépend,  non  de  la  diffé- 
rence des  hauteurs  des  ba- 
romètres ,  mais  du  rapport 
de  ces  hauteurs ,  il  convient  d'y  avoir  égard ,  surto^it 
quand  la  différence  de  niveau  est  peu  considérable*  Les 
baromètres  doivent  être  placés  verticalement ,  à  l'abri  du 
vent  et  du  soleil.  Le  thermomètre  pour  la  température 
de  l'air  doit  être  placé  au  dehors ,  a  la  hauteur  de  l'œil, 
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et  abrité  seulement  du  soleil  par  le  bâton  qui  le  sup* 
porte.  (Voyez,  pour  de  plus  grands  détails,  les  Mémoires 
sur  la  formule  barométrique  de  M.  Ramoqd  y  cf.  Y  In- 
struction pratique  qui  y  est  jointe.) 

XXVm.  Equations  générales  du  mouvement   d'un 

FLUIDE   SOLLICITÉ    PAR    DES   FORCES    QUELCONQUES. 

i!M02.  Nous  considérons  un  fluide  eu  mouyement  dont 
les  parties  sont  sollicitées  par  des  forces  données,  et 
nous  désignons  par 

x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
fluide ,  comptées  à  partir  d'une  origine  fixe 
sur  trois  axes  rectangulaires  ; 

X,  Y,  Z  les  vitesses  que  la  force  agissant  sur  la  molé- 
cule placée  en  ce  point  imprimerait  à  Funité 
de  masse  dans  Funité  de  temps ,  dans  le  sens 
des  X ,  des  y,  et  des  z  ; 

M ,  M,  IV  les  vitesses  de  cette  molécule  à  la  fin  du  temps 
t  y  dans  le  sens  des  x,  des  y  et  des  z  ; 
P  la  masse  de  Funité  de  volume ,  ou  la  densité 
du  fluide ,  qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t ,  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x ^  j^  z-, 
p  la  valeur  de  la  pression  sur  Funité  de  surface, 
qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t ,  dans  le  même 
point. 

Les  quantités  «,  i^,  tv  ,  p  et  p  doivent  être  regardées 

omme  des  fonctions  variables  des  coordonnées  x,  j,  z 

et  du  temps  t.  Il  en  sera  de  même,  en  général,  des 

forces  représentées  par  X ,  Y,  Z.  Cela  posé ,  le  fluide 

étant  censé  se  mouvoir  de  manière  à  former  constam- 
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isent  une  masse  continue  ,  dont  les  parties  ne  se  sépa- 
rent, ni'des  autres  parties  ,  ni  des  parois  solides  contre 
lesquelles  le  fluide  peut  s'appuyer,  le  mouvement  est 
assujetti  à  des  conditions  générales  dont  il  s'agit  de 
trouver  l'expression  analytique. 

Quant  aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  vi- 
tesses des  parties  du  fluide  et  les  forces  qui  les  sollici- 
tent, on  les  connaîtra  en  appliquant  le  principe  de 
d'Alembert  (Voyez  n*  257) ,  qui  convient  à  un  système 
quelconque  d'éléments  matériels;  c'est-à-dire  enexpri^ 
mant  qu'il  y  a  constamment  équilibre  entre  les  forces 
perdues  appliquées  à  chacun  des  éléments  du  fluide. 
La  force  perdue  pour  la  molécule  située  dans  le  point 
du  fluide  dont  les  coordonnées  sont  x  ^  y^  r ,  est  ici  la 
force  capable  d'imprimer  à  l'unité  de  masse ,  dans  le 
temps £/f,  les  vitesses  XJt — du,  Ydt — dt^^  Zdt — rfw, 
dans  le  sens  des  or,  desj^  et  des  z.  Par  conséquent  on 
voit  d'après  le  n""  36lh,  que  la  condition  de  l'équilibre 
du  fluide  est  exprimée  par  l'équation 

dans  laquelle  le  second  membre  doit  être  une  diiléren- 
tielle  complète  des  variables  Xjj-,  z\  en  sorte  que  l'on 
doit  avoir  les  trois  équations  distinctes 

dp         Xdt—du 

di'^^    5r~' 

dp  _    Yde—di^ 
^  "^^        A       ' 
dp         Zdt — dw 
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Dans  ces  éqwition^  ^  les  àiflérentielle&  du  ^  d%>^  dw^ 
représentent  respeelivement  les  accroissements  que  su- 
bissent les  vitesses  u ,  i/^  w  pendant  le  temps  infiniment 
petit  dt.  Or  ces  vitesses  varieot  en  général  à  mesure 
que  le  temps  s'écoule ,  soit  par  lefiet  des  changements 
qui  peuvent  avoir  lieu  dans  le  point  où  la  molécule  du 
fluide  est  actuellement  placée  y  soit  par  Teffet  des  dé- 
placements que  cette  molécule  subit;  c'est-à-dire  par 
Tefiet  des  variations  que  subissent  les  coordonnées  x, 
r»  z  considérées  comme  des  fonctions  du  temps  t.  On 
doit  donc  avoir,  par  exemple ,  pour  l'expression  com- 
plète ûeduj 

da   ^   ,   du  dx   ,    ,  du  dy  j  ,  du  dz   _ 
du  =  —  dt+  —  —  ^;+—  -^  Éfe+  _  —  dt; 
di       ^    dx  dt       ^  dy  dt       ^  dz   dt 

ou,  puisque 

dx  dy  dz 

du  du  du  du 

La   même  remarque  s'applique  aux  vitesses  u  et  w. 
Ainsi  Ton  doit  donner,  dans  les  équations  précédentes> 
aux  différentielles  du^  du^  dw ,  les  valeurs 
/du  ,  du        du     ,  du    \  ^ 

fdv      d^        dîf     ,   dv     \  j 

,  /dw     dw       dw       dw    \  , 

et  par  conséquent  ces  équations  deviendront 
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dp        /        4u       iUi         di^  du  \ 

^x     •  V         de       dx        4y  dz  J 

^P         /xr      du       dtf          dv  dp  \ 

dp  /  ^tv  rftv  rfiv  <ifw  \ 
&  '^  V  dt  dx  d^  dz  J 
Elles  conviennent  à  tous  les  points  du  fluide  ^  et  doivent 
être  satisfaites  par  les  expressions  de  u,  i^,  w  ei  pea  t, 
Xyj,  Z  qui  exprimeront  l'état  de  mouvement  de  ce  corps, 
&03*  Quant  à  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
fluide  forme  une  masse  continue,  concevons  l'élément 
rectangulaire  de  volume  dont  les  trois  dimensions  sont 
dx^  djr^  dz.  ha  masse  du  fluide  contenu  dans  cet  élément, 
à  la  fin  du  temps  t^  est  p.dxdydz,  et  à  la  fin  du  temps^^ 

elle  est  devenue  (  P+  ^  ^*  )  dxdydz.  Or,  on  exprimera 

qu'il  n'y  a  aucune  solution  de  continuité  dans  le  fluide, 

si  l'on  écrit  que  l'accroissement  --  dt.dxdydz  éprouvé 

par  cette  masse,  dans  le  temps  dty  est  égal  à  la  masse  du 
fluide  qui  est  entré  pendant  le  même  temps,  dans  l'élé- 
ment de  volume  dont  il  s'agit,  par  les  trois  faces  les  plus 
voisines  de  l'origine  des  coordonnées  ;  moins  celle  qui  en 
est  sortie  par  les  trois  faces  opposées.  La  masse  du  fluide 
qui  entre  parles  trois  premières  faces  dans  le  temps  <ft  est 
éfydz.pudt'^-dxdz.pvdt'^dx.dor.^dt  ; 

celle  qui  sort  par  les  trois  faces  opposées  dans  le  même 
temps  est 

dydz(  pu+-j^dxjdt'\'dxdz  (pv^-j^djrjdt 

+  dxdz(pw  -{-  ''^^—dz\dt. 
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On  a  donc,  j^ur  letcès  de  la  première  sur  la  seconde^ 

et  en  égalant  celte  quantité  à  Taccroissement 

*^  dcdxdydz  , 
at 

on  obtiendra ,  après  la  suppression  des  facteurs  com- 
muns, pour  l'équation  appelée  par  quelques  géomètres 
équation  de  continuité, 

dp      d,pu      d.pff       d.pw  ^ 

dt        dx         dy  dz 

Cette  équation  doit  aussi  être  satisfaite  pour  tous  les 
points  de  l'espace  occupé  par  le  fluide ,  par  les  expres- 
sions de  u ,  (^ ,  IV  et  p  en  fonction  de  t ,  x,  y,  z. 

kOk.  Les  équations  (1)  et  (2),  conviennent  à  tous  les 
cas  du  mouvement  du  fluide.  On  ajoutera  seulement 
les  remarques  suivantes. 

t"*  Lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  incompressible  et  ho- 
mogène, p  est  constante,  et  par  conséquent  Téquation 

(2)  se  réduit  à 

du  ,  dif   ,   Jw      ^  ,^^ 

^+^+^=^' (^^ 

qui  exprime  que  le  volume  d'une  partie  quelconque  du 
fluide  ne  varie  point  lorsque  celte  partie  se  déplace. 

2*  Lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  incompressible  et  ncm 
homogène,  Téquation  (2)  se  partage  nécessairement 
dans  les  deux  suivantes 

^^  _ydv       d'w  _^ 

dp   ^      dp    ,       dp   ^       dû     ^   , 
dt    ^      dx   ^      dy   ^       dz       ' 
qui  doivent  subsister  séparément. 


(4) 
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3*  Ëofin ,  lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  élastique ,  on  a , 
dans  l'hypothèse  d'une  température  uniforme  et  con- 
stante , 

h  désignant  comme  dans  le  n**  369  un  coeflBcient  con- 
stant. 

Les  équations  précédentes  suflSront  toujours ,  Tétat 
initial  étant  donné,  et  le  fluide  étant  regardé  comme 
un  corps  ayant  une  étendue  indéfinie  dans  tous  les  sens, 
pour  déterminer  les  quantités  inconnues  m,  p',  w,  p  et 
P  en  fonction  de  x^j-,  z  et  f ,  et  pour  faire  connaître 
la  nature  du  mouvement. 

&.05.  Mais  si  le  fluide  n'occupe  qu'un  espace  limité, 
et  s'appuie  constamment  contre  une  paroi  solide,  il 
est  visible  que  les  molécules  contiguës  à  cette  paroi  sont 
immobiles,  ou.se  meuvent  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface^.  Soit  généralement 

F=0, 

l'équation  de  la  surface  de  la  paroi  solide  dont  il  s'agit, 

F   étant  une  fonction  des  coordonnées  x,  j,  z.  La 

condition  qui  vient  d'être  énoncée,  sera  exprimée  par 

l'équation 

de         dF         dF 

ai"+^''+^^=<*- ^'^ 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  expressions  de  m,  (^^  w 
lorsqu'on  donnera  à  or,  y,  z,  les  valeurs  qui  satisfont 
à  l'équation  F=0 ,  c'est-à-dire  les  valeurs  qui  appar- 
tiennent à  la  surface  du  fluide  contiguë  à  la  paroi 
solide. 

fc06.  Si  le  fluide  s'appuie  contre  une  paroi  mobile 
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dont  1  équation  soit  toujours  exprimée  par  F 3=0 ,  F 
désignant  maintenant  une  fonction  dex^jr^z  titjoa 
aura ,  en  diSérentiant  cette  équation  par  rapport  à 
toutes  les  variables  qu'elle  contient ,    ^ 

dF  d¥  dp  dF 

Or ,  on  exprimera  évidemment  la  condition  qu'une  mo- 
lécule de  fluide  placée  à  la  surface  se  meut  sans  quitter 
cette  surface ,  en  donnant  dans  cette  équation,  aux  dif- 
férentielles dxt  djr^  dzy  les  valeurs  udt^  udt,  wdt,  ce 
qui  la  change  en 

dF       dF        dF        dF 

f +  ^»+^H.f-=o (6) 

Cette  dernière  équation  doit  donc  être  satisfaite ,  dans 
le  cas  dont  il  s'agit ,  par  les  valeurs  des  coordonnées  ap- 
partenant à  la  surface  du  fluide. 

&.07.  Si  l'on  considère  un  fluide  incompressible,  et 
qu'il  ait  une  surface  libre  sur  tous  les  points  de  la- 
quelle s'exerce  une  pression  uniforme  et  constante, 
on  aura  dans  toute  l'étendue  de  cette  surface, 

P  désignant  cette  pression  constante.  Donc,  conformé- 
ment à  ce  qui  vient  d'être  dit ,  on  exprimera  que  les 
molécules  placées  à  la  surface  libre  du  fluide  se  meuvent 
sans  la  quitter,  en  posant  Téquation 

i+i»+l'+î-». <" 

qui  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des^  coordonnées 
appartenant  à  la  surface  libre  dont  il  s'agit. 
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408.  Jusqu^ici  nous  avons  regardé  jp,  7*,  z  comme 
représentant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
Fespace  occupé  par  le  fluide,  comptées  d'une  origine 
fixe.  Ces  quantités  sont  alors  des  variables  indépen*» 
dantes.  Mais  l'on  peut  aussi  concevoir  que  oet,  y^  z  re- 
présentent ^  à  la  fin  du  temps  ty  les  coordonnées  d'une 
molécule  déterminée  du  fluide  ;  et  alors  on  aura  les 
relations 

da:i=Uiit  ^    dytssi^t  ^    dz=s^dt. 

Cette  nouvelle  signification  attribuée  à  jt,  /,  z  ne 
dbange  rien  aux  équations  établies  dans  les  n^  402  et 
suivants ,  mais  alors  ces  variables  ne  seront  plus  regar- 
dées comme  indépendantes  ;  elles  deviendront  des  fonc- 
tions de  t,  qui  sera  maintenant  la  seule  variable  indé- 
pendante. Et  lorsqu'on  aura  déterminé  les  expressions 
de  UyU,w,p  et  p  en  x^  y,  z,  ty  qui  satisfont  aux  équations 
des  numéros  402  et  'suivants ,  on  trouvera  les  valeurs 
de  Xyj-y  z  en  t»  en  intégrant  les  équations  différen- 
tielles précédentes ,  dont  on  déduit 


:=:a:o+  |Mûfe,x=r'o+|«'^^,     Z=Zo+  ^w^^:,... 


(8) 


pour  l'expression  des  coordonnées  qui  appartiennent,  à 
la  fin  du  temps  t,  à  la  molécule  du  fluide  dont  les  coor-» 
données  initiales  sont  jrr^,  y^^  z^. 

L'élimination  de  t  entre  les  trois  équations  (8)  don- 
nera d'ailleurs  deux  équations  distinctes  entre  les  va- 
riables x^y-y  z\  elles  appartiendront  à  la  courbe  décrite 
par  la  molécule  dont  les  coordonnées  étaient  x^^  y^,  z^, 
quand    on  a  commencé  à  compter  le  temps.  On  voit 
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«loDc  que  toutes  les  courbes  décrites  par  les  molécutes 
du  fluide  seront  exprimées  par  deux  équations  qui  ne 
pourront  différer  d'une  molécule  à  une  autre  que  par 
les  valeurs  des  constantes  x^,  y^y  z^  représentant  les 
coordonnées  du  premier  point  de  chaque  courbe.  Il  n'est 
pas  inutile  d'ajouter  que  si  Ton  considère  une  molécule 
qui  se  trouvait  sur  la  surface  du  fluide  à  l'instant  où  Ion 
commenceà  compter  le  temps,  cette  molécule  devant^ 
d'après  le  n**  M)6,  se  mouvoir  constamment  dans  le  sens 
de  la  surface  y  il  est  nécessaire  que  les  équations  dont 
il  s^'agit ,  qui  expriment  le  système  des  courbes  décrites 
par  les  molécules ,  soient  telles  qu'en  prenant  dans  ces 
équations,  pour  les  constantes  x^,j^y  z^,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  à  l'origine  du  mou- 
vement ,  les  équations  particulières  qui  en  résulteront 
s'accordent  avec  les  équations  (5)  ou  (6)  des  n^  405  et  406, 
s'il  s'agit  d'une  partie  de  la  surface  appuyée  contre  une 
paroi  solide;  ou  avec  l'équation  (7)  du  n®  407,  s'il  s'agit 
de  la  surface  libre  d  un  fluide  incompressible. 

Cas  oà  la  Jonction  udx-^-vdyJ^wdz  est  une  différen- 
tielle complète  d'une  Jonction  de  x,  y,  z. 

409.  Si  l'on  admet  que  la  fonction  udx'\-t^j''\'wdx 

est  la  différentielle  complète,  prise  par  rapport  hi  x^  y 

et  z ,  d'une  certaine  fonction  ^  de  ces  trois  variables 

(  qui  doit  aussi  en  général  contenir  le  temps  t),  on  aura 

dm  do  dm 

li=  — -  p=  — —  .        ivr=  — — 

dx'  dy'  dz' 

et 

dif:=zudx'{'Vdy-\-wdz , 

en  représentant  par  d^  la  différentielle  de  la  fonction  ? 
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prise  en  faisait  varier  seulement  x,j^>  z.  Mais,  m  ajou- 
tant les  trois  équations  du  n""  402 ,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  dx^  djy  dz,  on  trouvera 

f-  dxï     IX^ur T-dx—u-T-dx — if-y-  dx—w-^dx] 

^  dx        i     \  dt  dx  dy  dz 

i    ^  ^P  j    \     \ij      ^^ ^         ^^ ^        ^'^j        ^^^^\ 
J —    '^  dz   }     I  Zaz •;^dz — u  -=-^dz — {f-rr-dz — tv-r-a* 

*    p  dz        I      \  dt  dx  dy  dz       ' 

équation  qui  peut  s'écrire 

^J^=lLdx-^XdyJ^dz 
P 
d^      df  .  df       d^  j  ^9       ^  j  ^^ 
'A      dx    *  dx       dy    '  dy      dz    '  dz'* 
ou  bien 

en  comprenant  toujours  que  les  différentielles  marquées 
par  le  signe  d  sont  prises  en  faisant  varier  x^y^  z  seules. 
410.  L'équation  précédente  peut  être  immédiatement 
intégrée,  lorsque  la  relation  dep  et  p  est  connue.  Ainsi, 
pour  un  fluide  incompressible  et  homogène,  ]a  densité 
p  étant  constante,  les  équations  (1)  et  (3)  sont  remplacées 
par  les  suivantes  : 

^-z=zconst,-^  I  ÇLdx-^-Xdy^Zdz) 

-^î[(ây+(|)-+(ây].i-'-' 

dx''  "^  dy^  "^  ^z* 
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Elles  suffiront,  l'état  loi liai  étunt  connu,  pour  déterminer 
le  mouvement  du  fluide,  lorsque  ce  fluide  aura  une  éten- 
due indéfinie  d^ns  tous  les  sens*  Quand  on  aura  déter- 
miné au  moyen  de  ces  équations  les  expressions  de& 
fonctions  ip  et  j?  en  ^,  ^^  *  et  f ,  on  aura  les  vitesses 
des  molécules  du  fluide  au  moyen  dea  équations 

ffs  tio  as 

djc  ^  dy  '  d% 

Si  retendue  du  Ouiile  est  limitée,  la  fonction  ^  devra 
satisfaire  ,  pour  les  valeurs  particulières  de  JC, ^,  z  qui 
appartiendront  à  la  surface^  au:s  équations  déterminées 
(5),  (0)  et  (7)ï  en  sorte  que  Too  devra  avoir  pour  tous  les 
points  d'une  paroi  solide  fijEe, 

dF  ^j_^F  dj^      dF  df_ 
d^dZ^'^  4^'^d^dz~^' ^^ 

pour  tons  les  points  d'une  paroi  solide  mobile 

dF      dF  d^      dF  d^      dF  d^  _ 
Ix^l^di^d^^^^dk^^^ '^' 

F^O  éUint  l'équation  de  la  surface  de  cette  paroi;  et 
enfin 

dt^dardx^dy  dy'^  dz  dz         ^^ 

pour  les  points  de  la  surface  libre  soumise  à  une  pression 
normale  uniforme  et  constante. 

411.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique,  la  tempéra- 
ture étant  supposée  uniforme  et  constante  (hypothèse 
qui  ne  s'accorde  point  avec  Tétat  naturel  de  ces  fluides, 
lorsque  le  mouvement  donne  lieu  a  des  changements 
sensibles  dans  la  densité  des  parties),  on  a  p^p,  en 
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désiguapt  par  k  uu  coefficient  constant.  Les  équalioi» 
indéfinies  exprimant  ios  conditiona  du  mouvement  du 
fluide  sont  donc 

«,=..^^,X^Y4..Z..,-i-i[(0+(|)V(*)']j 

et  si  le  fluide  est  contenu  dans  une  paroi  solide,  la  fonc- 
tion (j>  devra  satisfaire,  pour  les  valeurs  x^y,  z  apparte^ 
nant  h  cette  paroi,  aux   équations  déterminées  (4)  ou 

j  (<?)  du  numéro  précédent. 

i  412.  Les  équations  précédentes  paraissant  plus  faciles 

à  traiter  que  celles  qui  ont  été  données  dans  les  n^  402 
et  suivants,  il  importait  de  distinguer  les  cas  particu- 
liers où  le  mouvement  du  fluide  est  tel,  que  Ton  peut 
supposer  d'avance  les  vitesses  m,  f^,  iv  respective- 
ment données  par  les  coefficients  différentiels  partiels 
relatifs  a  x,  y,  z  d'une  fonction  <f  de  x,  y,  z  et  t. 
Lagrange  a  montré  que  la  proposition  énoncée  subsis- 
tait à  toutes  les  époques  du  mouvement  si  elle  avait  lieu 
dans  un  seul  instant,  pourvu  toutefois  que  la  fonction 
JLdx^i-Ydy-^Zdz  fùt'elle-méme  une  différentieHe  com- 
plète de  Xy  jy  z.  Il  en  résulte  que  cette  proposition  peut 
toujours  être  admise  lorsque ,  dans  l'état  initial,  les 
molécules  du  fluide  n'ont  aucune  vitesse.  On  reconnaît 
également  que  les  équations  des  n®'  &10  et  411  peuvent 
être  employées  dans  tous  les  cas  où  les  mouvements 
duA^uide  consistent  dans  des  oscillations  ou  vibrations, 
et  où  Ton  suppose  les  vitesses  et  les  déplacements  des 
molécules  assez  petits  pour  qu'il  soit  permis  d'en  négli- 
ger les  puissances  supérieures  et  les  produits. 


..(e) 
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XXIX.    Mo  irv  EMEUT     DU  H     TLUÏBE     PESANT    DJàK»    UN    \1SE. 
HYPOTHÈSE    DU    PARALLÉLISME    DES    TRAUCHES- 

413,  Considérons  une  portion  de  fluide  sollicitée  pair 
la  gravité,  et  contenue  dans  un  tuyau  de  figure  quel- 
conque,  mais  dont  les  dimensions  transversales  sont 
supposées  extrêmement  petites.  En  appliquant  au 
mouvement  de  ce  fluide  les  résultats  exposés  dans  Tar- 
ticle  précédent,  dont  nous  conservons  les  dénominations^ 
on  voit,  en  premier  lieu,  que  les  ordonnées  z  étant 
supposées  verticales  et  comptées  de  haut  en  bas,  on 
a  ici  X^O,  Y=0,  Z=g^.  Ainsi,  la  fonction  X^+Y^ 
-VLdz^  dans  Téq nation  du  n*"  409  ,  se  réduit  à  §dz^ 

En  second  lieu  ,  la  grosseur  du  tuyau  étant  supposée 
très* petite,  on  peut  né^^liger  les  vitesses  des  molé- 
cules du  Ouide  »  dans  le  sens  perpendiculaire  à  1  axe 
du  tuyau j  par  rapport  aux  vitesses  des  mêmes  molé- 
cules dans  le  sens  de  cet  axe ,  et  regarder  toutes 
les  molécules  appartenant  à  une  section  quelconque 
faite  perpendiculairement  à  Taxe  du  tuyau  »  comme 
ayant  le  même  mouvement  que  celle  de  ces  molé- 
cules qui  est  placée  dans  Taxe  même.  Soit  d'ailleurs 
m  une  section  transversale  quelconque  du  tuyau  f  dési- 
gnouspar  x,  r*  ^  les  coordonnées  du  point  de  Taxe  ou 
cette  section  est  pbcée,  et  par  j  la  longueur  de  Taxe 
comptée  jusqu'à  ce  point  d'une  origine  fixe  quelconque  ; 

d& 


la  vitesse  de  la  molécule  placée  dans  Vaxe  étant 

et  la  fonction  d'?=udx+udy^^^dz  se  réduisant  à -r  ^J  . 

dt 

on  attribuera  donc  la  même  valeur  à  cette  fonction  pour 
toutes  les  molécules  placées  dans  la  section  m.  Nous  écri^ 
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rons,  pour  abréger,  u  à  la  place  de  —  .   en  sorte  que  u 

désignera  maintenant  la,  vitesse  du  fluide  dans  le  sens 
de  l'axe  du  tuyau ,  et  que  nous  aurons  d^  =:  uds.  Ainsi , 
1  équation  du  n*  409,  qui,  étant  appliquée  aux  molé- 
cules placées  dans  Taxe  du  tuyau ,  devient 

^  =  ^rfz-^*-i.rf.u% (A) 

sera  regardée  comme  subsistant  pour  toutes  les  mo- 
lécules placées  dans  une  section  quelconque  faite  per- 
pendiculairement à. cet  axe.  Les  différentielles  dz,  dp\ 
d»u*  sont  prises  en  faisant  varier  s  seule. 

414.  A  l'égard  de  Téquation  qui  exprimera  la  con- 
tinuité du  fluide,  il  convient  de  revenir  au  principe 
employé  dans  le  n»  403.  Soit  donc  6»  Taire  très-petite 
de  la  section/  faite  dans  le  tuyau  au!  point  ;m ,  et  consi- 
sidérons  l'élément  du  tuyau  placé  à  la  suite  de  cette 
section  dont  l'épaisseur  est  ds.  La  masse  du  fluide 
contenu  dans  cet  élément  à  la  fin  du  temps  t  est  ^v^ds^ 

et  à  la  fin  du  temps  t-\-dt,  elle  est  l?-^'^  dt  yads.  Mais,  . 

d'après  les  hypothèses  admises  ci-dessus ,  il  est  entré 
dans  cet  élément ,  pendant  le  temps  dt ,  par  une  de  ses 
faces ,  la  masse  de  fluide  exprimée  par  ^t^udt ,  et  il  en 
est  sorti  par  la  face  opposée ,  une  masse  exprimée  par 

f  pft>tt-| — 1^-^  j  dt.  Donc  on  a  pour  Tcquation  de  con- 
tinuité cherchée ,  la  relation 
d^        d^ptùu 


^+^£==0 '»' 


29 
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415.  Les  )suppositioDs  d'après  lesquelles  on  a  obtenu 
Téquation  (A)  du  n*  413,  reviennent  à  considérer  le 
iuide  comme  étant  partagé  en  tranches  infiniment 
minim  par  des  plans  perpendiculaires  à  Tane  du  tuyau, 
en  admettant  que  les  molécules  contenues  dans  chaque 
tranche  ont  une  vitesse  commune  dans  le  sens  de  cet 
axe.  Concevons  en  efiet  un  tel  système  y  et  proposons- 
nous  de  trouver  directement  les  conditions  du  mouve- 
ment d'une  tranche  quelconque.  La  masse  de  la  tranche 
m  est  p.vids;  son  poids  estp^.a>^5,  produisant  dans  le 

dz 
sens  deVaxe  du  tuyau  un  effort  çg.vds.  ^ouf>^.u^. 

De  plus,  la  face  supérieure  de  la  tranche  supporte  la 
pression  J?^ ,  tondis  que  la  face  inférieure  supporte  en 
seps  cOAtraire  la  juression  {p+dp)  (w+Ai)  5  et  comme  la 
pression  j>&>  sur  la  face  supérieure  est  détruite  d'après  la 
prppri^té  exposée  dans  les  n<»'  361  et  suivants ,  par  la 
partie  /?  (v  -f-  ^)  de  la  pression  exercée  sur  la  suifaoe 
inférieure  de  la  tranche ,  cette  tranche  est  seulement 
splUeitéç  %n  sen#  contraire  de  son  mouvement,  en  vertu 
de  la  difiçrenoe  des  pression^  exercées  syr  ses  deux 
faces,  par  l'eJSort  fl?p.«.  L'équation  du  mouvement  de 
la  trao^he  est  donc 

,  /du      du  ds\ 

ce  qui  revient  à  l'équation  (A),  en  divisant  par  p«,  et 

faisant  attention  que  —  =  u. 
^       dt 

Quoique  les  suppositions  dont  il  s  agit,  qui  sont 
connues  sous  le  nom  à'hjpothèse  du  parallélisme  des 
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tranches^  ue  conviennent  véritablement  qu'au  cas  où 
le  fluide  coule  dans  un  tuyau  dont  la  section  est  très- 
petite,  et  ne  change  pa$  brusquement  de  grandeur,  on 
les  a  néanmoins  appliquées  à  des  cas  plus  étendus. 
Mais  les  résultats  auxquels  elles  conduisent  n^  peuvent 
être  regardés  comme  étant  généralement  conformes  aux 
efforts  naturels ,  et  ne  doivent  pas  être  admis  sans  res- 
triction. 

Moui^ement  d'unjlui^e  incompressible  et  pesant,  dans 
un  tuyau  dont  les  sections  transversales  sont  très- 
petites, 

ki6.  G>nsidérons,  comme  dans  le  no4.13,  une  por- 
tion de  fluide  AB(fig.  k^)  sollicitée  par  la  gravité,  et 
coulant  dans  un  tuyau.  Eln  supposant  le  fluide  incom- 
pressible ,  la  densité  p  sera  constante ,  et  réquatioii  (B) 
du  no  kik,  se  réduira  à 
^  d,wu 

ce  qui  indique  qu^à  un  instant  quelconque  la  vitesse  du 
fluide  est ,  dans  toute  l'étendue  du  tuyau ,  en  raison  in- 
verse de  Taire  de  la  section.  On  en  conclut  qu'il  suffit 
de  déterminer  la  valeur  de  la  vitesse  dans  une  section 
donnée  pour  connaître  le  mouvement  du  fluide.  Soit 
donc  U  la  valeur  de  la  vitesse  qui  aurait  lieu  à  la  fin  du 
temps  t  dans  la  section  dont  Taire  serait  n,  on  aura  par 
Téquation  précédente, 

OJJ         „       „  du       il  dU 

ii=         ,     doùlontu'e     -—  =  —  -r- (Cj) 

oj  at         0)    ut 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Téquation  (A)  du 
n*  ki^  la  changent  en 
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et  en  intégrant  par  rapport  à  la  variable  s  ,  il  vient 

p=const.+fgz-pa  ^J  ---  .-r (D) 

417.  Cela  posé,  il  est  nécessaire  de  distinguer  divers 
cas.  Le  premier  est  celui  où  une  portion  de  fluide  coule 
dans  un  tuyau  d'une  longueur  indéfinie,  dont  elle  occupe 
successivement  diverses  parties.  Nous  désignerons  à  la 
fin  du  temps  t  par 

O,  (y  les  aires  des  sections  extrêmes  A,  B  ; 

z     la  difiiérence  de  niveau  des  centres  des  sections 

A  et  m; 
i;     la  différence  de  niveau  des  centres  des  sections 
AetB; 
S ,  S'  les  longueurs  de  Taxe  du  tuyau  comptées  d'une 
origine  fixe  jusqu'à  la  section  supérieure  A  du 
fluide ,  et  jusqu'à  la  section  inférieure  B  ; 

Çds 
la  valeur  de  l'intégrale  |-*^,  prise  dans  l'inter- 
valle Am; 
M     la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  dans  Tinter- 
valle  AB  ; 
P,  F    les  pressions  (que  Ton  supposera  constantes  par 
rapport  au  temps) ,  exercées  extérieurement  sur 
les  sections  extrêmes  A  et  B. 

L'équation  (D)  du  numéro  précédent  donnera  pour 
la  section  supérieure  A , 
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et  par  conséquent  l'on  aura  pour  une  section  quelconque 

p=V+^z-,ma-—^(^---J (E) 

En  appliquant  cette  dernière  équation  à  la  section  in- 
férieure B ,  il  viendra 

En  remarquant  d'ailleurs  que  la  vitesse  à  la  section 

supérieure  A  est  exprimée  par  —,  on  a ,  d'après  Té- 

,^^    dS       ûU 
quation  (G),  —  =  — ,  ou 

OdS^zùVde (G) 

Dans  les  équations  (F)  et  (G) ,  les  quantités  O,  C, 
ç  et  M  sont  données  en  fonction  de  S ,  lorsqu'on  connaît 
la  figure  du  tuyau  et  le  volume  du  fluide.  Ces  équations 
détermineront  donc  en  fonction  de  t  les  variables  S  et 
Vf  ce  qui  fera  connaître  le  mouvement  du  fluide.  En 

dV 

éliminant   — ,  entre  les  équations  (E)  et  (F) ,  on  a 

,=P+,^,U+^«g-Ç[$_ï_(^_g)|],..,H, 

pour  la  valeur  de  la  pression  dans  la  section  quelconque 
m  du  tuyau. 

418.  Le  second  cas  est  celui  où  le  fluide  s'écoulerait 
par  l'extrémité  inférieure  du  tuyau  y  à  laquelle  la  sec- 
tion extrême  B  se  trouverait  placée ,  tandis  que  la  sec- 
tion supérieure  A  s'abaisserait  progressivement.  Les 
équations  (F),  (G),  (H)  du  numéro  précédent,  convien- 
nent à  ce  cas  ^  et  serviront  à  déterminer  le  mouvement 
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du  fluide  et  la  pretsion ,  en  y  regardant  O  et  Tiiitégrale 
M  comme  constantes. 

41d.  Dans  le  troisième  cas ,  qui  est  Tinverse  du  pré- 
cédent ^  on  adme^  que  le  fluide  est  renouvelé  à  l'extré- 
mité supérieure  du  tuyau ,  où  la  section  A  est  constam- 
ment placée ,  tandis  que  la  section  B  s'abaisse  progres- 
sivement. Ce  renouvellement  du  fluide  est  supposé 
s*opérer  par  l'addition  de  nouvelles  tranches  ayant  les 
mêmes  vitesses  que  celles  qu  elles  remplacent.  L'aire  O 
de  la  section  supérieure  doit  alors  être  regardée  Comme 
constante  dans  les  équations  du  n**  4*17 ,  aussi  bien  que 
S.  On  remplacera  l'équation  (G)  parla  suivante 

et  on  exprimera  dans  l'équation  (F)  les  quantités  O', 
i:  et  M  en  fonction  de  S'  d'après  la  figure  du  tuyau. 
L'éq[uation  (F)  réunie  à  la  précédente  donnera  S'  et  U 
en  fonction  de  t. 

420.  Enfin  le  dernier  cas  est  celui  où  l'on  suppose 
que  le  tuyau  est  constamment  rempli  par  le  fluide,  qui 
s'écoule  par  l'extrémité  inférieure ,  en  même  temps  qu'il 
est  renouvelé  par  l'extrémité  supérieure.  L'équation  (F) 
du  n*  417,  convient  également  à  cette  hypothèse  en  y 
regardant  les  quantités  O^  O'»  ^  et  M  comme  des  con- 
stantes ;  et  la  vitesse  U  étant  la  seule  quantité  à  déter- 
miner^ il  n'y  Â  plus  lieu  à  considérer  l'équaticm  (G).  Si, 
pour  pillé  de  simplicité  ^  on  prend  pour  lu  section  a  à 
laquelle  se  rapporte  la  vitesse  U ,  la  secticm  qui  forme 
l'ettrémité  inférieure  du  tuyaii,  l'équation  (F)  deviendra 

r=P+«,_.M..f-Ç(._-),.:.:,.  ,„ 
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et  l'équation  (H)  dcnmera  pour  b  vaiettr  de  h  pr^dâion 
dans  une  section  quelconque 

L'équation  (I)  étant  résolue  par  rapport  à  dt  donne 

^_ pMa</U 

Posons ,  pour  abréger 

P-P'-fp^ç      P'  pMn  ^' 

nous  aurons 

dt= 


.    -  -  1— 6'U'' 

d'où ,  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  ma- 
nière que  Ton  ait  en  même  temps  t=0  et  U=0, 

_  7    ,1+pU 


2p     1—pU' 

£û  résolvant 

cette  équation  par  rapport  à  U ,  tous 

obtenons 

L^ 

-1^ "•> 

.»,+. 

pour  l'expression  de  la  vitesse  qui  a  lieu  dans  la  section 
inférieure  du  tuyau  à  la  fin  du  temps  t.  La  valeur  de  la 
pression  dans  une  tranche  quelconque,  sera  ensuite 
donnée  par  la  formule  (K). 
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On  doit  r^narquer  d'ailleurs  que  la  valeur  donnée 
par  l'expression  (L)  après  un  certain  temps  (ordinaire- 
ment très-court  et  presque  insensible)  ne  différera  pas 
d'une  quantité  appréciable  de  la  valeur  constante 


V  — —^ — - 


U=J  =  V"         ^    "^^      ^ (M) 

qui  répond  à  la  supposition  de  t  infiniment  grand,  et 

qui  serait  donnée  immédiatement  par  l'équation  (I) ,  si 

dU 
Ton  y  faisait  —  =0.  Eln  adoptant  cette  dernière  valeur 

de  U ,  l'expression  (K)  de  la  pression  prendra  la  forme 
plus  simple 

^*^-^i-S)' <«' 

laquelle  se  déduit  aussi  de  l'expression  (E) ,  en  y  faisant 

^-  =  0 

dt 
On  conclut  de  ces  derniers  résultats ,  que  le  tuyau 

étant  entretenu  constamment  plein,  le  mouvement  du 
fluide  peut,  après  quelques  instants,  être  regardé  comme 
uniforme ,  la  vitesse  à  la  section  inférieure  étant  repré- 
sentée par  la  formule  (M) ,  et  la  pression  dans  une  sec- 
tion quelconque  par  la  formule  (N).  Ainsi,  dans  ce  cas, 
la  vitesse  à  la  section  inférieure  ne  dépend  pas  de  la 
figure  du  tuyau ,  mais  seulement  du  rapport  des  sec- 
tions extrêmes. 

On  ne  doit  point  oublier  que  les  résultats  dont  il 
s  agit  sont  fondés  sur  la  forme  de  l'intégrale  (L),  en  sorte 

qu'ils  supposent  que  le  facteur  1 — --  est  positif,  ou 
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que  la  section  inférieure  du  tuyau  est  plus  petite  que 
ia  section  supérieure.  Si  cette  condition  n'avait  pas  lieu, 
la  vitesse  du  fluide  tendrait  à  augmenter  indéfiniment. 

Efforts  supportés  par  le  tuyau  pen4(mt  le  mous^ement 
du  fluide. 

k'ii.  Supposons  comme  dans  le  n"*  ki% ,  qu'une  por- 
tion de  fluide  incompressible  AB  (fig.  &â),  sollicitée  par 
la  gravité,  coule  dans  un  tuyau  d'une  longueur  indéfinie, 
et  proposons-nous  de  connaître  les  efforts  que  le  fluide 
exerce  contre  le  tuyau ,  c'est-à-dire  les  forces  qu'il  faut 
employer  pour  maintenir  ce  tuyau  dans  sa  position. 
Cette  question  se  résoudra  de  la  manière  la  plus  simple 
en  observant  que  le  fluide  en  mouvement  et  la  paroi 
solide  et  fixe  du  tuyau  forment  un  système  qui  peut 
être  supposé  libre  dans  l'espace ,  si  l'on  remplace  les 
obstacles  qui  maintiennent  le  tuyau  par  des  forces  égales 
et  opposées  aux  efforts  que  ces  obstacles  supportaient. 
Soient  E/F,  Gles  résultantes  partielles  des  efiorts  dont 
il  s'agit,  dirigées  dans  le  sens  des  x ,  des  y  et  des  z.  Le 
système  est  donc  sollicité  (en  négligeant  le  poids  du 
tuyau) ,  par  des  forces  égales  et  contraires  aux  efiorts 
E,  F,  G ,  et  par  l'action  de  la  gravité  sur  le  fluide.  Et 
comme  les  mouvements  des  parties  du  système,  qui  se 
réduisent  ici  aux  mouvements  des  parties  du  fluide , 
doivent  toujours  être  tels  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les 
forces  qui  produiraient  ces  mouvements  et  les  forces 
appliquées  au  système  prises  en  sens  contraires,  on  voit 
que  l'expression  de  cette  condition  déterminera  les  va* 
leurs  des  efiorts  E,  F,  G,  lorsque  le  mouvement  du 
fluide  sera  connu. 
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Conservons  les  dénominations  desn<»*  413  et  suivants. 
La  tranche  quelconque  placée  en  m  se  meut  ^  à  la  fin  du 
temps  t,  dans  le  sens  de  l'axe  du  tuyau  arec  la  quantité 
de  mouvement  ^vds.Uy  dont  les  composantes  dans  lesens 
des  X ,  des  /  et  des  z  sont  respectivement 

dx  dy  dz 

poids *u -^  ^  p<ùdsM--z-  ,     ptfids.u --j-. 

Ainsi  la  condition  d  équilibre  énoncée  ci-dessus  donne 
les  équations 

les  intégrales  désignées  par  f  étant  prises  entre  les 
sections  extrêmes  A  et  B  du  fluide.  Mais  ou  a 

d/    dx\  _^/du     du  d8\dJc        djdx\  ds 
dt\^d^)  ^  \dt  "^"5i  It /di  '^^  d\d^)'dî  ' 

ds 
ou,  parce  que  -t-ssi  u  , 

d/   dx\       du  dx         d/   dx\ 

et  par  l'équation  (C)  du  n*  416  , 

nU  du     il  d{] 

eu    '  dt       ^    dt 

Il  vient  donc,  en  substituant  ces  valeurs, 

d/   dx\     n  dO  dx     ^£  (i  dx\ 

dt\    ds  /      ft>  dt    ds         w    'df\(^  ds  J' 
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On  trouvera  de  même 

^{  4r\_i^dvdx    a'V'  d/i  dr\ 

di\   ds  /'^  <0    de    ds         ft»  'ds\w  ds  / ' 
d/    dz\_a  du    dz      g'U"  d/i  dz\ 
dt\    ds  /      M    dt    ds         w     ds\(ù   ds)  * 

Ainsi  les  expressions  précédentes  reviennent  à 

r=-,/[,.^..,.„.,...(l|)], 

OU  bien  à 

^  d\]  „„   1  ^x 

^    dt         ^  i^  ds 

d[]  \  dy 

F=const. — pii  —  ^ — ^pifU".  -  -j^  y 
ai  o>  ds 

dt  (ti  ds        J 

en  déterminant  les  constantes  de  manière  que  ces  ex-^ 
preâsions  soient  nulles  pour  les  valeUiTs  qui  conviennent 
à  la  section  supérieure  A  du  fluide  »  et  donnalit  ensuite 
aux  Variables  les  valeurs  qui  conviennent  à  la  section 
inférieure  B. 

Si  l'on  représente  «comme  d'^dessus  par  O,  O,  les 
aires  des  sections  A  et  B;  par  X,  p,  v  et  V,  y!^  v  les  angles 
que  l'axe  du  tuyau  forme  respectivement  au  point  A  et 
au  point  B  avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  ;  par  S , 
>i  et  ^  les  distances  des  points  A  et  B  de  l'axe  mesurées 
parallèlement  aux  x ,  aux  y  et  aux  z\  et  enfin  par  n  le 
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poids  du  fluide  contenu  dans  le  tuyau ,  on  aura  dâSni 

tivement 

„  du  „,  /cos.V       cos.XN 

^  rfU  „„  /COS.u'  COS.fiX 

^  rfU  ^,     /cOS.v'  C06.v\    , 

G=_pn  _  ç-prfu«  (-^, g»)+n , 

pour  les  expressions  des  forces  cherchées.  Ces  formules 
remarquables  montrent  que  les  efforts  exercés  sur  le 
tuyau  dans  une  direction  quelconque  dépendent  seule- 
ment de  la  situation  respective  des  extrémités  de  la 
colonne  de  fluide ,  de  la  direction  du  tuyau  et  de  l'am- 
plitude de  la  section  transversale  à  ces  mêmes  extrémi- 
tés, et  enfin  de  la  vitesse  du  fluide.  Elles  sont  indépen- 
dantes de  la  figure  du  tuyau  entre  les  points  extrêmes 
dont  il  s'agit. 

422.  Les  formules  précédentes  s'appliqueront  facile- 
ment aux  divers  ci^s  d'écoulement  qui  ont  été  considérés 
dans  les  n^  ilT  et  suivants.  En  général,  les  efforts 
supportés  par  le  tuyau  varient  avec  le  temps.  Mais 
dans  le  cas  du  n""  420 ,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un 
tuyau  entretenu  constamment  plein ,  où  Ton  peut  re- 
garder (  abstraction  faite  des  premiers  instants  du 
mouvement)  la  vitesse  comme  constante,  ces  formules 
deviendront,   en  écrivante  au  lieu  de  0% 
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Dans  ces  dernières  équations  , 


Moui^ement  d'un  fluide  incompressible  et  pesant  dans 
un  i^ase  de  figure  quelconque, 

423.  La  connaissance  exacte  du  mouvement  d'un  fluide 
pesant  dans  un  vase  exigerait  l'emploi  des  équations 
différentielles  qui  ont  été  données  dans  l'article  XXVIII. 
On  peut  néanmoins,  dans  plusieurs  cas,  déduire  des 
notions  présentée^  dans  les  n***  416  et  suivants  des  ré- 
sultats qui  s'accordent  avec  les  ellets  naturels ,  et  dont 
la  connaissance  est  très-utile. 

Les  cas  qu'il  importe  dé  considérer  pour  les  applica- 
tions ,  sont  :  1*  celui  où  un  vase  qui  avait  été  rempli 
de  fluide  se  vide  par  un  orifice  inférieur,  comme  on  l'a- 
vait supposé  dans  le  n""  418 ,  et  S""  celui  où  un  vase  est 
entretenu  constamment  plein  y  le  fluide  qui  s'écoule 
par  l'orifice  étant  continuellement  remplacé  à  la  surface 
supérieure  ,  comme  on  l'avait  supposé  n*  420.  La  prin- 
cipale question  que  Von  se  propose  ,  consiste  à  déter- 
miner la  quantité  de  fluide  qui  sera  débitée  par  l'ori- 
fice dans  un  temps  donné ,  et  cette  question  dépend 
elle-même  de  la  détermination  de  la  vitesse  du  fluide  à 
cet  orifice. 

Considérons  un  vase  de  figure  quelconque  dont  le 
fluide  s'écoule  par  l'orifice  NN  (fîg.  43).  Admettons  que 
cet  orifice  soit  évasé,  c'est-à-dire  que  la  paroi  supérieure 
ait  près  de  l'orifice  une  figure  telle  que  l'on  puisse  attri- 
buera tous  les  filets  du  fluide  qui  traversent  le  plan  NN 
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des  directions  perpendiculaires  à  ce  plati.  Soit  MM  la 
surface  supérieure  du  fluide  contenu  dans  le  vase  à  la  fin 
du  temps  t.  L  observation  apprend  que  cette  surface 
diffère  très-peu  d'un  plan  horizontal,  surtout  quand 
l'orifice  NN  est  sensiblement  moindre  que  l'aire  de  la 
surface  dont  il  s'agit,  et  quand  elle  n'est  pas  très-voisine 
de  cet  orifice.  Gela  posé ,  considérant  un  élément  quel- 
conque infiniment  petit  de  Paire  de  l'orifice  placé  en  B 
et  le  filet  de  fluide  qui  traverse  cet  élément,  on  peut 
toujours  concevoir  ce  filet  prolongé  en  A  jusqu'à  la 
surface  supérieure  du  fluide,  en  lui  donnant  une  figure 
telle  qu'il  contienne  toutes  les  molécules  qui,  par  le 
progrès  du  mouvement,  doivent  traverser  le  plan  de 
Torifice  en  B.  Or,  si  la  figure  de  tous  les  filets  AB  était 
connue,  on  pourrait  appliquer  àcbacund'eun:  lesrésultats 
présentés  dans  les  n"*  MQ  et  kiT^  en  sorte  que  Ton  con- 
nattrait  la  valeur  de  la  vitesse  du  fluide  à  la  fin  du 
temps  t  pour  un  élément  quelconque  de  l'aire  de  Tori* 
fice,  et,  par  conséquent ,  la  quantité  de  fluide  écoulé 
dans  un  temps  donné.  On  doit  remarquer,  d'ailleurs  , 
que  la  connaissance  de  la  figure  des  filets  de  fluide  AB> 
est  ici  absolument  nécessaire  pour  la  détermination 
du  mouvement  du  fluide ,  puisque  la  formule  (F)  du 
n°  4l6,  dont  on  doit  faire  usage»  contient  l'intégrale 

M=  I    — -  dont  la  valeur  dépend  de  cette  figure.  Et  il 

en  réstdte  qu'en  général  le  mouvement  du  fluide,  dans 
un  vase  qui  se  vide  par  un  orifice  inférieur,  ne  peut 
être  connu  avec  l'exactitude  nécessaire. 

&24.  Mais  si  la  surface  supérieure  du  fluide  dans  le 
vase  est  maintenue  constamment  au  niveau  MM,  les 
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parties  du  fluide  qui  s'abaissent  étant  continuellement 
remplacées  par  d'autres  qui  affluent  avec  des  vitesses 
égales  aux  vitesses  des  premières ,  on  devra  appliquer 
aux  divers  filets  Afi  les  résultats  présentés  dans  le  n*  420^ 
Ainsi ,  après  un  temps  très-court ,  le  mouvement  du 
fluide  dans  toutes  les  parties  demeurera  constant  ;  et , 
en  supposant  que  les  pressions  e^lérieurefi  supportées 
par  les  sections  MM  et  NN  soient  égales  ^Aire  elles.,  la 
vitesse  du  fluide  au  point  B  de  Torifice  sera  d'ajsrès  la 
formule  (M)  i 


ç  représentapt  la  distance  verticale  du  point  B  à  la  sur- 
face supérieure  MM  du  fluide,  ou  la  char^ç  du  fluide 

Cl 

sur  le  point  B  ;  et  rr  étant  le  rapport  entre  les  aires  de* 

sections  extrêmes  B  et  A  du  filet  AB,  rapport  qui  n^peut 
différer  sensiblement  de  celui  des  aires  des  sections  NN 
et  MM  du  vase.  Ainsi ,  dans  le  cas  d'un  écoulement 
constant  dans  un  vase  entretenu  plein ,  on  peut  évaluer, 
avec  une  exactitude  suffisante ,  la  vitesse  du  fluide  daps 
les  différents  points  du  plan  de  l'orifice,  et  déterminer, 
en  conséquence»  le  volume  du  fluide  débité  dans  l'jmilé 
de  temps. 

425.  Quant  aux  pressions  qui  ont  lieu  dans  les 
diverses  parties  du  vase ,  on  voit ,  par  la  formule  (N)  du 
n*  &.20 ,  que  la  détermination  de  la  pression  dans  un 
temps  donné  exige  la  connaissance  de  la  section  «> .  du 
filet  AB  qui  passerait  par  ce  point.  La  figure  de  ces 
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filets  demeurant  incomiue,  la'  pression  ne  |>eut  donc 
être  déterminée  exactement  :  on  ne  peut  que  Tévaluer 
approximativement  d'une  manière  fort  imparfaite  en 
général ,  en  appliquant  au  vase  que  Ton  considère  la 
formule  (N) ,  qui  ne  convient  réellement  qu'à  un  tuyau 
dont  la  grosseur  est  très-petite. 

Il  £siut  bien  remarquer,  d'ailleurs,  que  cette  formule 
ne  «'applique  véritablement  qu'à  un  filet  de  fluide  d'une 
section  très-petite  coulant  dans  un  tuyau  solide.  Si 
l'on  voulait  considérer  un  ensemble  de  filets  de  fluide, 
conmie  les  actions  se  transmettent  alors  d'un  filet  à  un 
autre ,  il  faudrait  prendre  en  considération  la  force  cen- 
trifuge des  molécules  qui  augmente  nécessairement 
d'une  manière  sensible  la  pression.  L'effet  de  cette  force 
n'altère  pas  le  mouvement  du  fluide  dans  chaque  filet  » 
parce  qu'elle  est  toujours  perpendiculaire  à  la  direction 
de  l'axe  du  filet  ;  mais  elle  augmente  la  pression  dans  la 
partie  du  vase  vers  laquelle  les  filets  de  fluide  tournent 
leur  convexité.  Ainsi,  les  résultats  relatifs  au  mouve- 
ment du  fluide  n  déduits  de  la  considération  du  mouve- 
ment dans  chaque  filet  pris  à  part ,  peuvent  être  admis, 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  résultats  relatifs  à  la 
pression. 

426.  A  l'égard  des  efforts  supportés  par  le  vase  pen- 
dant le  mouvement  du  fluide ,  on  peut  appliquer  ici  les 
expressions  du  n**  422.  Les  angles  désignés  par  X  et  fx 
sont  droits  pour  tous  les  filets ,  et  l'angle  v  est  nul.  De 
plus,  l'angle  désigné  par  V  sera  droit,  si  l'on  suppose 
le  plan  des  yz  perpendiculaire  au  plan  NN  de  l'orifice, 
et  l'effort  désigné  par  E  sera  nul.  On  aura  donc  sim- 
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plement  pour  les  eflbrts  horizontal  et  vertical  exercés 
sur  le  vase 

F=— •pQl?cos.ft', 

expressions  qui  se  réduisent  à 

lorsque  le  plan  de  Torifice  est  vertical;  et  dans  les- 
quelles on  prendra ,  pour  les  quantités  O  et  n,  les  aires 
des  sections  MM  et  NN ,  et  pour  U%  la  moyenne  des 
carrés  des  vitesses  des  filets  de  fluide  qui  traversent  le 
plan  NN ,  ces  vitesses  étant  évaluées  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n""  &2&. 

Gomme  l'effet  de  la  force  centrifuge  est  pris  en  con- 
sidération dans  les  expressions  dont  il  s'agit  y  elles  s'ap- 
pliquent à  un  ensemble  de  filets  de  fluide,  aussi  bien 
qu'à  chaque  filet  considéré  à  part* 

Cas  ou  l'orifice  par  lequel  le  fluide  s'écoule  est 
très'petit. 

427.  Si  Torifice  est  très-petit  par  rapport  à  toutes 
les  sections  transversales  du  vase,  on  peut  admettre  que^ 
dans  les  filets  de  fluide  AB  dont  il  est  question  dans  le 
n"*  4289  1^  section  à  Textrémité  B  est  aussi  très-petite 
par  rapport  à  toutes  les  autres  sections.  Considérons , 
comme  dans  le  n""  H8,  le  cas  d'un  tuyau  qui  se  vide 
par  Textoémité  inférieure.  Nous  devons  employer,  k  la 
détermination  du  mouvement  du  fluide ,  l'équation  (F) 

30 


Digitized  by 


Google 


-  m  - 

da  H*  kilf  et  comme  la  MOtién  iiiftriétire  O  eai  cm- 
stante,  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  écrire  ù  au 
lieu  de  (y,  et  alors  U  désignera  la  ritesse  de  la  section 
dont  il  s'agit.  Mais,  si  l'oiï  r^fM^de  a  coipme  très- petite 
par  rapport  à  toutes  les  autres  sections  du  tuyau ,  le 

terme  pMn  -7-  de  Yéqustiitm  (F)  t'Oarra  être  négligé , 

et ,  à  plus  forte  raison ,  le  terme  —  gy-  Cette  équation 
donnera  donc 


-VM^«)' 


en  sorte  que  la  vitesse,  à  l'extrénîilé  du  tuyau  par  la- 
<}Uc^  le  fluide  s'écoule ,  ne  dépend  que  des  pressions 
extérieures  et  de  la  différence  de  niveau  des  deux  extré- 
mités de  la  colonne  de  fluide.  Au  moyen  de  cette  ex- 
pv«9siéli  de  U,  Féquatiotl  (G)  du  n*  bl?  donnera  immé- 
difitettettt  une  relation  entre  S  et  t,  et,  par  conséquent, 
la  loi  évi  mouvement  de  l'extrémité  supérieure  de  Li 
colonne  de  fluide.  Quaiit  à  la  valeur  de  la  pression , 
l'équation  (E)  du  même  numéro  se  réduit  ici  à 

d'où  l'on  conclut  que  la  pression  ne  difière  paâ  de  celle 
qui  aurait  lieu  si  le  fluide  n'avait  aucujgf  mouvement. 

E!n  appliquant  maintenant ,  d'^prèa  1^  AOii<ws  pré* 
sentées  n"*  423 ,  ces  résultats  aux  cas  ou  le  fluide  s'é- 
coulerait bors  d'un  vase  d'une  figure  quelconque  par 
un  orifice  très-petit  »  on  voit  que  les  teri»es  donè  la 
détermination  exigeait  la  cani»aissaBC^  de  la  figuHs  des 
fikts  du  fluide  ayant  disparu  à  raison  de  la  petitesse 
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supposée  lie  l'oriflèe  ^Xéooahtœ^ ,  les  ex^ciMdlsi  pré^^ 
oédenteàde  la  vitesse  à  tVMfiûoe«(de  la  ptesdio)!  dalis 
Fintéiriettr  du  iri»e  |>0tiit«dii|  4tre  Miploy4§69«  Aillai ,  l^eii 
doit  omettre  ique  lorèt{«i'Uii  fluide  iscoinpfeâiiy^lé  e'é- 
coul«  hors  d'un  vase  par  uia  crtfioe  très-petit,  la  pressa 
extérieure  étant  supposée  la  même  à  la  surfaùe  supé^ 
rieure  du  fluide  et  à  Torifice ,  1**  la  vitesse  à  Torifice  est 
constamment  due  à  la  hauteur  variable  de  la  surface 
supérieure  du  fluide  sur  le  centre  de  cet  orifice  ;  V  la 
pression  dans  l'intérieur  du  vase  est  la  même  qui  aurait 
lien  si  le  fluide  ne  se  mouvait  pas. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent  à  plus  forte 
raison  au  cas  d'un  vase  entretenu  couistamment  pleiu. 
La  quantité  désignée  par  ^  dans  le  n**  iSO  ^tant  très- 
graûde ,  fa  vitesse  U  acquiert  presque  {nstantlânémént  lii 
valeur  constante  (M)  du  même  numéro»  laquelle  se 
réduit  à 


"'V^<çl^)- 


ou  a 


dans  le  cas  où  les  pressioiis  extérieures  ew  les  tiraMlies 
extréÉÊies  sonté^les  entre  elles. 

Les  «xpreSïBions  4u  Vl*  {iâ6  donfte&t  exactement  les 
efforts  supportés  par  le  vase,  en  prenant  pour  a  l^re  de 
roriflce. 

L'expression  Fc»" —  pnU*  de  l'eftert  horizofttlil  auqud 
donne  lieu  l'émission  du  fluide  par  un  orifibe  dont  le 
plan  est  verlieal^reveiiaift  i  F»ï=*^fj^a«llç,  lorsqu'oa rem- 
place 17  par  la  Taléur  précédente  t/^K,  on  voit  que  le 
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vase  est  repoMssé  en  senB  contraire  du  mouvement  du 
fluide  par  un  effort  é^l  au  poids  d'une  colonne  de  fluide 
ayant  pour  base  l'orifice  et  pour  hauteur  le  double  de 
la  charge  qui  a  lieu  sur  le  centre  de  cet  orifice.  Ce 
résultat  donne  Texf^cation  de  divers  phénomènes 
remarquables. 

Cas  ou  t orifice  n'est  point  éi^asé.  —  Contraction 
de  la  veine  fluide, 

428.  On  a  indiqué  dans  le  n"*  4S3  ce  que  Ton  enten- 
dait par  un  orifice  éifosé.  Les  résultats  présentés  dans 
ce  numéro  et  les  suivants,  ne  conviennent  qu'aux  cas 
où  le  fluide  s'écoule  par  un  orifice  de  cette  espèce.  Ils 
donneront  alors  les  moyens  de  calculer  le  volume  de 
fljuide  écoulé  dans  un  temps  donné,  puisqu'ils  font 
connaître  la  vitesse  du  fluide  dans  les  différentes 
parties  du  plan  de  l'orifice^  et  que  les  filets  rencon- 
trant ce  plan  à  angles  droits ,  le  volume  qui  s'écoule 
dans  Tunité  de  temps  est  le  produit  de  l'aire  de  chaque 
partie  de  l'orifice  par  la  Titesse  correspondante.  Les 
calculs  £ftits  conformément  à  ces  principes  s'accordent 
avec  les  observations.  Il  faut  seulement  excepter  les 
cas  OjÙL  les  dimensions  transversales  du  vase  sdnt  fort 
petites  par  rapport  à  sa  longueur,  comme  dans  les 
tuyao»  servant  à  conduire  l'eau,  parce  que  les  effets 
des  forces  d'adhérence  qui  existent  entre  les  parties  du 
fluide  et  des  parois  deviennent  alors  très*sensibles , 
et  ne  peuvent  être  négligés  sans  qu'il  en  résulte  de 
grandes  erreurs. 

Quand  un  orifice  n'est  pas  évasé ,  la  seule  différence 
de  ce  <;as  au  précédent  consiste  en  ce  que  les  filets  de 
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^aidê  ne  traversent  plus  tous  le  plan  de  Vorifice,  suivant 
des  directions  perpendiculaires  h  ce  plan.  Cette  circon*- 
stance  n'empécbe  pas  que  les  vitesses  des  molécules,  à 
l'instant  où  elles  traversent  le  plan  de  l'orifice,  n'aient 
les  valeurs  qui  seraient  déterminées  par  les  règles 
exposées  ci-dessus  ;  mais  elle  s'oppose  à  ce  que  l'on 
puisse  déduire  de  la  seule  connaissance  de  ces  viteises 
révaluation  du  volume  de  fluide  qui  s'(coule  dans  un 
temps  donné.  En  effet,  la  dépense  de  chaque  filet 
doit  s'estimer  par  le  produit  de  la  vitesse  multipliée 
par  Taire  de  la  partie  correspondante  de  lorifice  pro^ 
jetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  du  filet, 
direction  que  la  théorie  précédente  ne  détermine  pas 
en  général. 

Cette  obliquité  dans  la  direction  d'une  partie  des^ 
filets,  et  particulièrement  de  ceux  qui  sont  le  plus  voi- 
sins du  contour  de  l'orifice  ,  produit  ce  q'u'on  appelle  la 
Contraction  de  la  veine  fluide.  Lorsqu'un  fluide  jaillit 
hors  d'un  orifice  évasé ,  la  veine  présente ,  au  sortir  de 
l'orifice ,  la  figure  d'un  cylindre  ou  d'un  prisme  droit  » 
dont  la  base  est  l'orifice  même ,  et  dont  l'axe  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  cet  orifice.  Mais  si  l'évasement  n'a 
pas  lieu  ;  si ,  par  exemple  l'orifice  NN  (fig.  hk)  consiste 
simplement  dans  une  ouverture  faite  dans  une  paroi  plane 
et  mince ,  la  veine  se  contracte  au  sortir  de  cet  orifice 
avant  de  prendre  une  figure  cylindrique  ou  prismatique^ 
et  sa  section  nn  est  alors  très-sensiblement  moindre  que 
Taire  NN  de  l'orifice.  On  conçoit  d'ailleurs  que  les  fflets 
pouvant  être  regardés  comme  traversant  la  section  con- 
tractée nn  avec  des  directions  perpendiculaires  au  plan 
de  cette  section ,  on  peut  considérer  la  partie  NnnN 
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oeoniM  1IB  jHrotodgement  du  vmû  et  appliquer  à  là  sets 
ti^n  P^n  les  résultats  préseaftés  oi-Hiessiis  et  qUi  iXithneA- 
n»t  à  un  orifice  évasé  «  Mais  cette  reaàatrque  ne  met^ 
trait  pas  etieore  à  ntéine  d'éfviluer  la  quâbtiié  de  fluide 
écotAé  dans  un  tetoips  tlouhié  -9  parce  que  To»  sie  peut 
aaèiguer  d'avance  le  ra^peift  deâ  sections  NN  et  rm.  Os 
peut  teuleméat  affif  mer  que  ds  rapport  est  toujours  com- 
pris entre  les  nombres  i  et  â* 

On,  voit 'par  lee  qui  précède  que  les  iiottons  exposées 
daùs  cet  article  ne  pebvisnd  faire  coanaUre  ^aTee  oeT* 
tîtude  réooukhnent  du  flmde  hors  d'un  Vase  qwe  Ai  l'o 
rifice  est  évasé.  Dans  tout  an&re  cas  il  est  néoeseaire  ^ 
recourir  à  dois  règles  déduiles^l'-ohâervatious  spéeialeè. 
L'expérience  a  appris  que  dans  le  cas  d'un  orifice  ouvert 
dans  une  paroi  plane  et  mince»  le  rapport  de  la  section 
/m  à  la  «$ptÎQB  NJS  difièfie  jpeu  de  0,(6a.  Ce  résultât 
subsiste,  lors  mémo  qt>e  Ton  lait  varier  daas  des  limites 
aêdea  étemdues ,  la  figute  de  rorificè  >t  ses  dintmi*- 
«ions  absolues.  11  en  résulte  que  Ton  ^ut  alors  ^  sli 
l'orifice  est  fort  petit  par  rapport  aux  aecttonâ  du  raee, 
estkner  le  volume  defluide  écouléidans  Tuniiéde  iempi, 
par  la  formule 

ii  désignant  Taire  de  cet  orifice  et  ^  la  charge  de  fluide 
qui  a  lieu  sur  son  centre. 

429.  Les  résultats  qui  viennent  d'être  présentés  ne 
4>euvf  Qt  être  appliqués  que  si  la  graodeiU*  de  W  secjtipD 
dans  l 'intérieur  ^lu  vase  varie  par  df^rés  inseosiUe» , 
et  surtout  s'il  n'y  a  pas  dans  ce  vase  d'étra^iglement , 
c'est«4-dire  de  rétrécissenifnt  subit  dans  }^  sec|i<^,  Om 
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de  cbaqgaB^ntbrMftqiie  dam  la  diirecAioQ^tuiiouiMmtfit 
du  fluide*  I^arsq^'un  va$f  fféwmU^  dcf  fludificatiiim^ 
cette  nature,  U.tdétermination  du  mouvemeni  du  fli^ide 
devient  plds  dîjjicile  ,  et  exige  des  considérations  spé- 
ciales. 

Mouvement  d'un  fluide  élastique  dani  un   uase, 

430.  Les  équations  (A)  ^t  (fi)  du  fi**  ^3,  expriment 
généralement  les  conttitions  du  mouvement  d'un  fluide 
ccmbitt  <daiis  mitayMi  4ont  ies  dH!A*ett^ons  traBSVef  siflek 
«ont  socpposées  ilfès*p0tites.  Bu  supposait  ceflufide  élas- 
tique, et  la  liempératune  umiferme  <ei  ^ooddlaiit^,  <kt 
flosera  jkes^,  'oe^qiii  ohangëra^^es^éqUalioils.  ét\ 

p        ^  .        dt  2  ' 

et  Ton  ne  doit  point  oublier  que  les  différentielles  dp, 
dz  et  Jtt*  dans  W  piremière,  sont  prises^n  faisant  varier 
5  seule. 

b31.  Considérant  seulement  ici  »  pour  plus  de  sim- 
plicité ,  le  cas  ^nalo^ue  à  celui  du  lÉ^  4^20 ,  nous  sup- 
poserons que  le  ti^au  par  lequel  le  fluide  s'écoule, 
prçpd  naiçsafice  ^i^  u»  ^^senKoir  ^pm  fA9Wf^^tr9, 
où  la  pression  est  maintenue  à  la  valeur  .(VWsMaifs  P» 
et  que  la  section  ex  trente  iiju^éme  tuyau  est  placée 
dans  un  milieu  où  la  pîre^ion  e^t  Jlus^i  maintenue 
à  une  valeur  constante  F  moindre  que  P.   Dans  ce 
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CM,  ie  moaTement  du  fluide  parriéiidra  presqu'instan- 
tanément  à  un  état  pertaaneiit ,  que  ks  équations  pré- 
cédentes feront  connaître  en  y  faisant  —  =0  et  -^  =  0: 

^  dt  dt        ^ 

ce  qui  les  réduit  à 

P 
La  première  donne  en  intégrant 

kAp^^consU-^-gz —  —  u*. 

En  désignant  y  comme  dans.  les  numéros  précédents, 
par  a  l'aire  de  la  dernière  section  du  tuyau  et  par  U  la 
vitesse  à  cette  section  ^  on  aura  toujours  pour  la  seconde 
équation  p«»ii=P^AU.  Si  donc  on  désigne  encore  par  O 
Taire  de  la  première  section  du  tuyau ,  l'équation  précé- 
dente donnant  pour  cette  section 

ou  voit  que  l'on  a  pour  une  section  quelconque 


2  \p*<^* 
et  pour  la  section  extrême 


d'où  Ton  dédurt  pour  l'expression  de  la  vitesse  d'écoule- 
ment du  fluide, 
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La  vitesse  U  étant  déterminée,  réquation  {urécédente 
fera  connatti^  la  valeur  dé  la  pression  f  qui  a  Keu  dans 
la  9ecti<M$  quelconque  v. 

^82.  Dans  la  plupart  des  cas  qui  pourront  se  présen- 
ter, le  terme  2^  sera  fort  petit  par  rapport  au  terme 

p   . 
2/c./^  et  pourra  être  négligé.  Si  de  plus  on  suppose 

très-petit  le  rapport «^  des  sections  extrêmes  du  tuyau , 
l'expression  précédente  de  U  se  réduira  à 


U=\/2^./L 


F 
et  l'équation  qui  donne  la  pression  à 


/?V 


F  FO* 

L'expression  précédente  de  U  peut  être  employée  pour 
calculer  le  volume  de  fluide  élastique  qui  s'écoule  dans 
un  temps  donné,  sous  une  pression  constante  P',  pr 
un  orifice  très-petit  évasé.  Si  l'orifice  n'était  pas  évasé , 
on  devrait  avoir  égard  aux  remarques  présentées  n"*  4'28, 
comme  s'il  s'agissait  d'un  fluide  incompressible. 

XXX.    De   la    RÉSISTAIVGE    DES   FLUIDES. 

^S8.  L'expression  de  Résistance  âôsfkddés^,  désire 
en  général  l'effort  qu'il  est  nécessaire  d'exercer  pbur 
maintenir  immobile  un  corps  qui  reçoit  le  cboc  d'un 
fluide ,  ou  pour  faire  mouvoir  un  corps  qui  est  plongé 
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dauf  un  fluide.  La  com)û#8diice  •«x^cte  dee  4>fioris  de 
cett^ joature eat a^  abieid'uQB ^ainie  ilnp^riAiiM d«K 
les  applications  aux  arts  mécani<;uw*  P^w  furfàaentier 
sur  ce  siqet  des  options  précises  <  4)9  di^tingutrjEi  sd^ux 
cas  principaux ,  V  celui  d'une  veif^  Ae  Aui4^  jml)Us#Bi 
par  Torifice  d'un  vase  et  venant  choquer  un  corp^  dont 
les  dimensions  sont  plus  grandes  que  celles  de  cette 
veine  ;  ^  celui  d'un  corps  plongé  dans  un  <;ourant  de 
fluide  d'une  étendue  indéfinie. 

Du  choc  dune  ueine  fluide. 

4'34'.  Soit  en  premier  4ieu  une  veine  de  fluide  incom- 
pressible jaillissant  dans  une  direction  horizontale  d'un 
orifice  évasé  NN  (fig.  4ft),  au  «faetc  de  lM|mdl«  ou  a  pres- 
sente le  plan  PP  placé  perjpendiculairement  à  Taxe  AB 
de  cette  veine.  En  sortant  de  l'orifice ,  tous  les  filets  de 
fluide  sont  parallèles  it  l>xe ,  "et  si  l'étendue  du  plan  PP 
est  suffisante ,  ils  ont  prJ9  en  arriitant  à  son  contour,  des 
directions  parallèles  à  ce  plan ,  et  par  conséquent  per- 
pendiculaires à  la  ligne  AB.  Considérons  *un  de  ces  filets 
dans  rintervâHc  NP  cotitpris  entre  la  section  NN  et  le 
contour  du  pkn.  On  peut  le  concevoir  coulant  dans  un 
tuyau  d\ine  section  très-petite  ;  et  les  formules  expo- 
sées dans  les  n**  '4Î1  et  442 ,  exprimeront  les  efiorts 
exercés  contre  ce  tuyàu  dani^des  directions  données,  ou 
les  farces  qu'il  faudrait  lui  appliquer  pour  Iç  maintenir 
immobile.  Mais  it  est  évident  que  les  efforts  résultant 
4u  mouvement  djin  fluide  4ans  chaque  filet,,  se  {fr^s- 
«beittentd'w^  £lQt  à  un  autre^,  et  que  ù  d'^n  )w0ad  poi^r 
chacun 4^a£let«^  l'effort  quiTésAllt04ik^.«|la^lf0ff^nt  da 
âuide  dans  le  sens  de^ia  Ugne  A£  rta^^owne  de  tiMtôtits 
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en  appliqûaïit  liA  ]t$  féMiàt^  du  n*'  11^31  ;  su{yfM>!satit 
Vàxé  ^éfêypM^^e^  Id  ligtirè»  AB,  éi  kMtesi^  du  flhiêé 
constante  par  rappof  t  à^  tiràaps  ;  ^ftértaùt  qWe  fy6M 
Uû  BIfet  (Ttreïcoïiqtié,  Tànglè  /£  «et  ttùl  -et  l'angle  /  ^îi^éiit , 
on  à'ilt'à  poUt  Féèd^t  p^ôdtiit  êMkd  iXM  ditédtiéh  pai^l^ 
lèlé  à  la  ligne  AB  pH^  le  todùVèiiièiit  dû  Éuide  ^àhê  tè 

filet,F=— — .   Si  Ton  suppose  dans  cette  expression 

0^=n,  U  désigber^  k  viteisâe  à  la  sieoti«M  O^  c'esl>à<-dire 
à  VetttéMié  da  fflec  plfacée  <ea  H'N,  «  t  IW  Mra  Ft«t^^aU*i 
Cette  expression  étant  comintitiè  à  tous  les  6fotè  *qm 
composent  la  veihe^  mi  <en  cbnelma  tfoe  r«tfcl^t  cUtak-cé 
ciMQltre  4e  plan  par  le  choc  du  llrdide,  «st  iex|iri 
a  déâigtiatit  Vj^ë  de  i'orifioe  NK  et  U  la  ^iimm  >à  oet 
orifice.  €è  Résultât  e^t  «côtiflnfté  par  le»  elMeiN^ioM  « 
pourvu  iqfûfe  les  oitcoti^tai|c««  indiquées  âie&tieflre<^ive* 
ment'Ktu  ;  e'^t^à-dir«  pourvn  qtye  1  orifice  ëoittié>^asé^ 
et  que  le  plan  ichoqué  ^il  âSAez  ^and  pour >qtMâ  leë  <i^» 
de  fluide  aietit  toàs  pris,  quand  ils  en  atteignent  le 
contour,  dei-  directions  parallèles  à  ce  plan. 

Si  l'orifice  NN  n'était  pas  évasé,. en  sorte  que  la  veine 
se  contractât  a^ès  sa  sortie  de  l'orifice,  coniformément 
à  ce  qui  a  été  exposé  il*  428,  on  à^liquet^it  la  fdrWrie 
précfédente  en  pt^ànft  "pour  n  rMte  de  h  èieëtiôn  ifela 
veine  dans  lendroit  où  elle  est  devenue  *^ébs$l>leUiéMft 
cylindrique  et  ponjlr  U  la  vitesée  lUi  fluide  dans  cette 
section. 

En  rapprochant  le  résultat  précédent  de  edui  qui  a 
été  présentéà  la  fin  du  n"*  417,  on  voit  que  l'effort  exercé 
con^  le.plan  PP  p^rle  cboc  du  fluide  es!  f^alàleffc^ 
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exercé  en  sens  contraire  cpntre  le  vase  d'où  le  fluide 
s'écoule.  L'application  di^  pi^iicipe  de  la  conservation 
du  mouvement  du  centre  degrayité  rend  raison  de  l'é- 
galité nécessaire  de  ces  deux  efiorts. 

fr24.  Si  la  veine  jaillissait  verticsdem^nt  de  haut  en 
l>as ,  Tefiôrt  supporté  par  le  plap  hwzontal  PP  qui  en 
recevrait  le  choc  serait  e;K  primé  par  piatU^-l-n ,  en  dési- 
gnant par  n  le  poids  du  fluide  contenu  en  NPPN, 
poids  qui  ne  peut  être  déterminé  sans  la  connaissance 
com^ète  du  mouvemeiit  du  fluide.  Dans  le  cas  où 
la  veine  jaillirait  au  contraire  de  bas  en'  haut,  l'effort 
serait' exprimé  par  paU'-^H. 

^96.  Admettons  maintenant  que  l'on  {Présente  au 
choc  d'une  vdne  horizontale ,  un  conoïde  convexe  dont 
l'axe  coïncide  avec  celui  de  cette  veine  (fig.^6).  Tous  les 
filds  de  fluide  formeront  en  P  avec  cet  axé  AB  un  même 
angle  que  nous  désignerons  par  «r.  En  appliquant  au 
cas  d<mt  il  s'agit,  comme  dans  le  n"*  ft3ii>,  l'expression 
de  F  trouvée  n"*  k2i ,  on  devra  donc  sutq[>oser  fA=:  0  et 

/  1         C08.  Y  \ 

p'=v,  ce  qui  donnera    F=pû*ir  f  — —      '     1 ,  et  en 

faisant  toujours  a=:0,    F=patl*  (l — — ■  cos.y).  Cette 

expressicm  étant  commune  à  tous  le$  filets ,  on  peut 
prendre  pour  la  valeur  de  l'effort  exercé  contre  le  co- 
noïde ,  la  formule 


*  On  entend  ici  par  conoîde  un  corps  ressemblant  à  nn  tronc  de 
cène  droit,  terminé  par  un  segment  sphéH^e  tangent  an  cène. 
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a  désignant  <  toujours  r^ûre  cle:Forificé  MN  et  U  là^vi- 
tesse  du  fluide  à  cet.oHfice.  Mai^  dans  cette  fion^ule  le 

rapport  ~,  des  aires  des  sections  de  chaque  filet  en  N 

et,en  P  demeure  inconnu.  On  remarquera  qu'il  ae  peut 
y  avoir  une  grande  erreur  à  supposer  que  la  plupart 
des  filets  de  fluide  affectent  des  figuces  telles  que  la  vi« 
tesse  absolue  des  molécules  lUè  i^arie  pas  d'une  >  manière 
sensible  de  N  en:P,  et  par  conséquent  que  kà  sections 
transrecsales  de  ces  filets  ne  varient  pas  non^  plùs.senr 

siblement.  D'après  cette  hypothèse  on  fera  --  =  1 ,  et 

l'on  r^ardera  Teffort  supporté  par  le  conoïde  c0mme 
étant  donné  par  l'expression 

j&alTfi— COS.*). 

Si  le  conoïde  recevait  le  choc  de  la  veine  sur  sa  con- 
cavité ,  on  pourrait  appliquer  les  considérations  précé* 
dentés  en  changeant  le  signe  du  cosinus  de  l'angle  "V, 
L'effort  résultant  du  choc  serait  exprimé  par 

f>nlf(l+cos>). 
Cette  formule  donnerait  pour  la  valeur  de  cet  effort 

2.pûU"  ou  f^û.4ç, 
[^  étant  la  hauteur  due  à  la  vitesse  U),  si  la  forme  du 
conoïde  était  telle  que  Içs^fil^ts  du  fluide. fussent  réfié* 
çhis  .en  sens  contraire  de  la  veine.  Ces  résultats  sont  à 
fort  peu  près  conforines  aux  effets  naturels ,  ainsi  qu'on 
peut  le  conclure  d'expériences  spéciales  dues  h  MorosL 

k2iT.  Nous  admettrons  enfin  que  l'on  présente,  au  choc 
d'une  veine  dont  l'axe  AB  (fig.  47)  est  dirigé  d'une  ma- 
nière quelconque,  un  plan  FF  dont  la  direction  est  égale* 
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menfc  arbitraire.  Bfoua'Stpposousiteujouro.  ce|>bui  assez 
grand  f»oilr  que  la»  fileta  de  Auîde,  €D  le  cfuitlaiit  ea  P, 
soient  dirigés  parallèlement  à  ss^  surface.  Soit  t  Fanâle 
que  le  plan  PP  forme  avec  Taxe  Afe,  a  Pangle  <Jtie  la  per- 
pemjxcalaipe  à  ce  méfiwplràr  fcvme  avec  la  verticale,  n 
le  poicU  dki  Amde  oqi^teno  tdjme  l'espace  NlfPP,  F  la 
foroe  <!fm  doit  iétre  appbquée  jperpendionlaircuient  au 
plan ,  pour  lenuâptenfF  dons  sa  position  et  résiist^  au 
ehoedu  fliiide.  On  ocpoiattra  Isr  forcé  F*  ett  remarquaiH 
(pat»  y  dai|is^le  syt^ème  formé  du  plan  PP  ^el  du  fluide 
contçnu  en  NNPP,  il  doit  tQuipurs  y  avqir  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouvement  acquises  pendant  l'in- 
tenolle  de  <)€Rips  dùetlt»  q«mitltés  de  m<MiTe»i^l  im* 
primées  par  les  forces  qui  agiMCUt  6ur  te  système  prises 
en  sens  contraire.  Cofi^id^pûn^in  les  quantités  de  mou- 
vçiwent  îiçqu^^P9  qt  Impj^iii^^^e^ ,   ejft  l^s  d^cpmpo^nt 
perpendiculairement^  au  plw  PP.  PepcJwt  un  instant 
dt  il  entre  çn  Î^N  dai^:. le  çjstèjo^e.  la  m^9fiç  dje  fl^i^e 
pùUdty  dqqt  la  qu^ptiJé  rf^  mpuyement  dtéçoiQppçé^ 
perpendiculairement  au  plan  f^st  pQU^ft.Usin. t.  Pendant 
le  m^me  instant  il  sort  en  PP  une  masse  de  fluide,  dont 
la  quantité  de  mouvement  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  est  nulle.  Dofic ,  ta  quantité  de  mouvement 
acquise  dans  ce  ^ûs  est-^^pfiUsiïi.v.  D'autre  pfirt,  la 
quaxitité  de  mouvement  imprimée  dans  le  même  sens 
par  faction  de  la  gravi^éîfui^  le^iuide  eoÈitetiu  en  NKPF 
et  pftp  l'e#ort  F  -est  nfeOS'.^.rf^— Fift.  lue  principe  énoncé 
ei-dessus  donnera  don^  réqtiatio!a 


d^ 


ou 


F  =  llcos.  a4-&ûtJ  ^sin.M'. 
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Si  U  plan  est  ¥^r4kal,  tun  a.aiiBj[>leauiiii 

F=t=pnU*sin.T.' 

Il  existe  plusieurs  expériences»  dont  quelqui^^ruoeç  ^Qt 
dues  au  docteur  Vince^  qui  s'^cordent  <^yec  cç  iréft^lt^t- 

De  la  résistance  des  fluides  dans  le  cas  d'un  corps 
plongé  dans  un  fluide  indéfini, 

.  4S9.  Coo^eyoït»^  un  ecurps  maintenu  innneb^,  etpbcé 
à^m  un  courailt  de  fluide  doiit  la  direetiop  est  horison- 
tali^  et  àouX  la  vitesse  est  uniforaM.  It  s'agit  de  coi^iaitre 
Teffort  supporté  par  le  oorpe  cbns  laéipeetiou  dbiaKi^ 
vaut  parTaSct  du  choc  du  fluide  i  cfest^-à-^dire  Pêffort 
qui  tend  à  déplacer  le  corps  dans  cette  direction.  La 
solution  généiraLs  de  cette  question,  qui  exigerait  It^ 
détermination  comf^e  des  modifications  que  le  mon^ 
vement  du  flukle  subit  à  la  rencontre  du  corps,  n'a  pas 
été  donnée  ;  on  ne  peut  présenter  sur  ce  sirjet  que 
quelques  aperçus,  et  indiquer  divers  résultats  d!>tenus 
par  des  expériences  spéciales* 

Imaginons  qjue  Ton  ait  enveloppé  le  corp«  par  une 
surface  cylindrique  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  là 
direction  du  courant.  La  ligne  de  contact  de  cette  snr- 
£»oe  avec  odle  du  corps  partagera  cette  dernière  en  deux 
parties.  Nous  appellerons  face  antérieure  du  ^^rps  la 
pavtie  qui  reçoit  le  choc  du  courant,  et  fàee  pùsté- 
rieure  la  partie  opposée,  dont  le  courant  s'éloigne. 
Pottr  connaître  ToSort  supporté  par  le  corps  dans  la 
direction  du  courant^  il  faudrait  évidemment  décom- 
poser, dans  le  sens  ée  cette  direction ,  les  pressions  sup- 
portées par  toutes  les  parties  de  la  face  antérieure  y  et 
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prendre  la  somne  de*  «es  oomptroantes  ;  puis  faire  la 
même  opération  pour  la  face  postérieure.  Ces  deux 
sommes ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n*"  382 ,  sont  toujours 
égales  et  directement  opposées  ai  le  fluide  n'a  pas  de 
mouvement.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  le 
fluide  se  meut  :  la  somme  donnée  par  la  face  antérieure 
est  alors  plus  grande  que  la  somme  donnée  par  la  face 
postérieure ,  et  Texcès  de  la  première  somme  sur  la 
seconde  esÉ  TeffEMrt  stapporté  par  le  corps ,  ou  la  résis- 
tance qu'il  oppose  au  miouvement  du  fluide.  On  voit 
donc  que  la  question  dobt  il  s'agit  se  ramène  à  consi- 
dârer  1»  surfia^oe  du  corps  comme  une  paroi  solide  contre 
laquelle  s'appuie  le  fluide  en  mouvement ,  et  à  déter- 
miner, la  pression  exercée  par  le  fluide  contre  les  diverses 
parties  de  ce tte^ paroi.  Mais  cette  détermination,  coiiime 
on  Ta  déjà  remarqué ,  exige  la  ccmnaissance  complète 
du  mouvement  du  fluide ,  c'est-à-dire  l'intégration  des 
équatioQft  difiérenlielles  ipii  expriment  les  conditi<His 
de  ce  moiiveskient,  intégration  qui  ne  peut  aroir  lieu  en 
général  par  les  méthodes  analytiques  connues ,  et  même 
en  supposant  au  corps  présenté  au  cboc  du  fluide  la 
figure  la  plus  simfde. 

4*39 .  Si  l'on; veut,  d'ailleurs,  se  former  une  idée  de 
la  nitture4le  la  résistance  dont  il  s'agit ,  <mi  peut  faire  les 
remarques  suivantes. 

Soit  un  corps  de  figure  quelconque  présenté  au  choc  du 
courant  (fig.tô);  PP  étant  la  face  antârieure,  et  QQ  la  face 
postérieure.  L'effet  de  la  présence  de  ce  corps  est  de  mo- 
difier le  mouvement  du  fluide ,  de  telle  manière  que  les 
filets  qui  devraient  se  mouvoir  suiTant  des  directions  rec- 
tilignes  et  parallèles  à  AB,  décrivent  des  courbes  telles 
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que  amb ,  dont  la  figure  dépend  principalement  de  la 
figure  du  corps.  Cette  modification  s'étend  à  une  certaine 
distance  de  la  surface  de  ee  corps ,  au  delà  de  laquelle 
le  mouvement  naturel  du  fluide  n'est  pas  sensiblement 
altéré.  On  peut  se  représenter  la  figure  formée  par 
Teosemble  des  filets  de  fluide  dont  la  direction  est  ainsi 
changée.  Les  courbes  amb  décrites  par  les  filets  offri- 
ront toujours  deux  parties;  Tune  am,  dans  laquelle  ils 
tourneront  leur  convexité  vers  le  corps,  l'autre  mb^ 
dans  laquelle  ils  présenteront  au  corps  leur  concavité. 
Dans  la  première  partie,  la  vitesse  crott  de  a  à  m;  et,  dans 
la  seconde  partie,  elle  décroit  de  m  vers  &.  Si,  d'ailleurs, 
on  considère  le  filet  amb  comme  coulant  de  a  en  m  dans 
une  paroi  solide ,  on  déterminerait  l'effort  exercé  sur 
cette  paroi  parallèlement  à  la  direction  AB  du  courant 
d'après  les  formules  données  n®  422.  Tous  ces  efforts 
se  transmettent  d'un  filet  à  l'autre ,  et  sont  supportés 
par  la  face  antérieure  PP  du  corps.  C'est  par  cette  raison 
que  cette  face  supporte  une  pression  plus  grande  qu'elle 
ne  le  ferait  si  le  fluide  était  sans  mouvement.  Quant  à 
la  partie  mb  des  filets ,  l'éffbrt  que  supporterait  leur 
paroi  se  trouverait  dirigé  en  sens  opposé  par  rapport 
au  cdrps.  Les  efforts  provenant  de  la  déviation  des  filets 
de  fluide  dans  cette  partie  sont  donc  supportés  par  le 
fluide  environnant ,  et  la  pression  contre  la  force  pos- 
térieure QQ  est  plus  petite  que  la  pression  qui  aurait 
lieu  dans  l'état  de  repos  du  fluide.  Les  notions  que  nous 
présentons  ici  sont  conformes  à  toutes  les  indications  qui 
ont  été  obtenues  par  des  observations  et  des  expériencca 
directes. 

En  considérant ,  d'ailleurs  ,  les  expressions  des  quan- 

31 
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tit(^8  E  ou  F  du  n*"  fr22,  on  voit  qu'elles  se  compQ3ent 
de  trois  facteurs ,  savoir  la  densité  f  du  fluide  ;  le  pro- 

duit  XJd;  et  la  quantité  cos.V^-—-t^  cosX  qui  dépend  de  la 

direction  du  tuyau  à  ses  ej^trémités  et  du  rapport  d^ 
sections  extrêmes.  Or»  les  rapprochements  auxquels 
donnent  lieu  les  résultats  des  ol;>servations  conduisent 
à  penser  :  l^'que  si  les  figures  des  corps  sont  semblables, 
les  dimensions  absolues  seules  étant  diaQgées ,  Ten^ 
semble  des  filets  de  fluide  déviés  de  leur  direction  pré- 
sente aussi  des  figures  semblables,  dans  les  différentes 
parties  desquielles  les  vitesses  des  molécules  conservent 
les  mêmes  rapports ,  en  sorte  que  rien  n^  sera  cbapgé 
dans  Texpression  de  Vellort  correspondant  à  chaque 
filet ,  si  ce  n'est  le  facteur  a  qui  aura  augmeQté  commç 
le  quarré  des  dilnaisiop0  Unéairfss  du  corps  ;  Sf  que  Iç 
corps  restant  le  même^  la  figure  formée  par  les  filets 
de  fluide ,  ainsi  qiie  les  rapports  des  vitesses  des  molé- 
cules dans  les  diverses  parties  4e  ces  filets  »  ne  changent 
point  lorsque  la  vitosse  du  courant  Tjqri^,  eu  sorte,  que 
les  efforts  demeurent  toujours  proportionnas  au  quarré 
de  cette  iritesse. 

kkO.  Eu  admettant  ces  résultats ,  qui  ne  peuvent  être 
fort  éloignés  de  la  vérité ,  on  représentera  en  général 
Teffort  exercé  sur  nu  corps  exposé  à  Faction  d'un  cou-* 
rant  de  fluidë  pàt  la  folfmtde 

dans  laquelle  a  désigne  l'aire  de  la  plus  grande  sectimi 
transversale  du  corps ,  U  la  vitesse  du  courant ,  et  ft  un 
eoeficient  constant  pour  tous  les  corps  de  figure  sem- 
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blftble,  mais  qui  devra  changer  d'une  figure  à  une  autre, 
et  dont  la  valeur  ne  peut  être  connue  que  par  des  ex^ 
périences  directes. 

On  peut  aussi  écrire ,  au  lieu  de  l'expression  précé- 
dente , 

uci.kH , 

en  désignant  par  n  le  poids  de  l'unité  de  volume  de 
fluide ,  et  par  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  courant. 
D'après  cette  dernière  forme  donnée  à  l'expression  doot 
il  s'agit,  on  se  représente  l'efibrt  exercé  contre  le  corps 
comme  le  ppids  d'une  colonne  de  fluide  dont  k  section 
transversalede  ce  corps  est  la  base»  et  dont  la  hauteur 
est  le  multiple  %  de  la  hauteur  H  due  à  la  vitesse  du 
fluide.  Ainsi  ^  la  recherche  est  ramenée  à  déterminer  la 
valeur  du  coefficient  k  qui  convient  aux^  corps  de 
diverses  figures» 

Les  notions  précédentes  ont  été  présentées  en  consi- 
dérant un  corps  immobile  exposé  à  un  courant  de  fluide. 
Elles  peuvent  également  convenir  à  un  corps  mu  dans 
un  fluide  en.  repos  »  ou  dans  un  cour^int  de  fluide  dont 
la  vitesse  est  différente  de  la  sienne.  Dans  ce  dernier 
cas,  U  désignerait  la  vitesse  relative  du  corps  et  du 
fluide.  On  regarde  généralement  l'expression  no.ftH,  et 
les  mêmes  valeurs  du  coefficient  hy  cqmme  convenant 
également  à  ces  divers  cas. 

kki.  Les  résultats  que  l'on  vient  d'exposer  sont  con- 
formes à  la  nature  du  phénomène  de  la  résistance  dès 
.fluides  considéré  d'une  manière  générale.  On  doit  néan- 
moins avoir  égard  à  diverses  considérations  particulières 
d'après  lesquelles  ces  résultats  doivent  dans  quelques 
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cas  être  modifiés,  et  dont  nous  indiquerons  les  prin- 
cipales : 

1**  L'adhérence  des  molécules  du  fluide  produit  des 
effets  sensibles  quand  la  vitesse  du  courant  est  petite  et 
le  corps  très-petit  ou  très-allongé  dans  le  sens  du  mou- 
vement. Il  faudrait  alors ,  pour  représenter  les  effets 
naturels ,  ajouter  à  Texpression  du  n?  kkO  un  terme 
proportionnel  à  la  première  puissance  de  la  vitesse. 

2®  Dans  les  fluides  élastiques ,  la  densité  du  fluide 
croissant  avec  la  pression  contre  la  face  antérieure  du 
corps ,  la  résistance  croit  plus  rapidement  que  le  quarré 
de  la  vitesse.  Cette  modification  ne  devient  sensible 
qu'autant  que  les  vitesses  sont  très-grandes. 

3^  Quand  un  corps  se  meut  dans  l'eau  fort  près  de  la 
surface ,  et ,  à  plus  forte  raison ,  quand  il  s'agit  d'un 
corps  flottant ,  le  mouvement  des  filets  de  fluide  est 
«iltéré  d'une  autre  manière  que  si  le  fluide  est  indé- 
fini dans  tous  les  sens.  De  plus ,  la  surface  du  fluide 
subit  une  dénivellation  parl'effietde  laquelle  les  pres- 
sions dues  au  poids  du  fluide  sur  les  diverses  parties  de 
la  surface  du  corps  sont  changées.  Il  en  résulte  un  ac- 
croissement dansla  résistance,  que  l'on  pourrait  représen- 
ter par  un  terme  proportionnel  à  la  quatrième  puissance 
de  la  vitesse.  Ceci  suppose ,  d'ailleurs ,  que  le  corps 
présente  toujours  la  même  surface  au  choc  du  fluide. 
L'expérience  montre  que  ,  dans  quelques  cas ,  le  corps 
prend,  à  mesure  que  la  vitesse  augmente,  une  position 
différente  par  rapport  à  la  surface  de  l'eau,  ce  qui  change 
la  loi  de  la  résistance. 

4°  On  peut  toujours  concevoir  une  valeur  de  la  vitesse 
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tellement  grande  que  le  fluide  ne  remplirait  pas  le  vide 
qui  tend  a  se  former  contre  la  face  postérieure  du 
corps.  L'expression  de  la  résistance  changerait  alors 
entièrement  de  nature.  L'effort  supporté  par  un  corps 
plongé  dans  Teau  dépendrait  dans  ce  cas  de  sa  distance 
à  la  surface  supérieure  du  fluide. 

442.  Nous  indiquerons  maintenant  les  principaux 
résultats  qui  ont  été  déduits  de  Fexpérience,  en  remar- 
quant en  premier  lieu ,  à  l'égard  des  surfaces  planes 
présentées  directement  au  choc  du  fluide ,  que  des  plans 
de  diverses  grandeurs ,  auxquels  on  suppose  à  tous  une 
épaisseur  fort  petite ,  ne  sont  pas  des  corps  de  figures 
semblables  :  on  ne  peut  donc  s'étonner  qu'ici  la  résis- 
tance ne  soit  pas  proportionnelle  à  l'aire  du  pian.  Le 
coefficient  k  croît  avec  la  valeur  absolue  de  cette  aire. 
Les  expériences  indiquent  que  l'on  a  à  peu^rès  Xl=  1,4, 
lorsque  la  racine  quarrée  de  Taire  est  0*",!;  et/i=l,5,  lors, 
que  cette  racine  est  0"',32.  On  n'a  pas  d'expériences 
suffisamment  précises  pour  des  surfaces  plus  grandes  ; 
mais  il  parait  que  pour  des  plans  de  la  dimension  des 
ailes  des  moulins  ou  des  voiles  des  vaisseaux,  on  aurait 
k  au  moins  égal  à  3. 

Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  du  coefficient  h 
qui  conviennent  à  divers  corps. 
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Pour  une  sphère  mue  CI411S 1  eau  ou  dans  l'air  avec  une  vitesse 

médiocre 

Pour  une  sphère ,  mue  dans  l'air  avec  une  vitesse  de  ôo*  par 

seconde 

. — a5o.   . 

«> 3oo.   . 

Prisme  rectangulaire ,  à  bases  planes ,  la  lon§^ueur  étant  k  peu 

prés  égale  à  la  larrenr 

Idem,   la  longueur  étant  six  à  dix   fois  la  largeur.  .... 

Bateau  rectangulaire  sans  proue ,  avec  une  poupe 

Idenit  avec  une  pouf^e  et  une  proue  formée  de  deux  plans 

verticaux  dont  ta  saillie  est  égale  à  la  largeur 

Idem^  la  «ailiie  de  la  proue  étant  double  de  la  largeur.  .  . 
Idem,  la  proue  étant  formée  par  un  demi-cylindre  vertical. 
Idem,  la  proue  étant  formée  par  le  prolongement  du prbme 

coi^  en  dessous  par  un  plan  incliné  de  3o**  sur  rhorv&on.  . 
Bateau  ayant  la  forme  des  meilleurs  vaisseaux  naviguant  sur 

la  mer '....., 


iH 


0,6 

VI 

1,04 

1.4 
1 

0,55 
0,45 
0,5 

0,45 

o,i$ 


Le  dernier  résultat  indique ,  selon  toute  apparence  . 
la  moindre  valeur  que  puisse  prendre  le  coefficient  k. 
Ces  évaluations  supposent  d'ailleurs  au  fluide  des  di- 
mensions transversales!  beaucoup  plus  grandes  que 
celles  du  corps.  On  sait  que  la  résistance  des  bateaux 
augmente  très-sensiblement  dans  des  canaux  étroits  ou 
peu  profonds. 


FIN. 
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